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1 Starre Korper

Bisher haben wir entweder nur einzelne Punktteilchen odsteBye vonN Punktteilchen betrachtet.
Korper, deren physikalische Ausdehnung nicht verrissigit werden kann, fallen nicht direkt in die-
se Kategorien. Man kann dieséioer aber als ein Vielteilchensystem oder ein Kontinuum vielen
Punktmassen beschreiben, das sehr restriktiven Zwanggioeden ausgesetzt ist.

Der einfachste Fall ist der einasarren Korpersd.h. ein Korper, der nicht deformierbar sein soll.
Dies bedeutet, wir&nnen den Krper zwar verschieben (drei Freiheitsgrade) oder im Rawhedr (drei
Freiheitsgrade), aber niemals die relativen Absle|r; — ;| seiner Bestandteile vé@ndern. Hierdurch
reduziert sich die Beschreibung der starrérper auf maximal sechs Koordinatgn

Die Anzahl der Freiheitsgrade wollen wir in der folgendenrBetitung erst mal noch weiter be-
schianken, indem wir nur Systeme betrachten, bei denen entwled®tassenschwerpunk des Korpers
im (inertialen) Beobachtersystem festgehalten wird, odgrdenen ein beliebiger anderer Punkt des
Korpers fir den Beobachter in Ruhe ist. Wir bezeichnen den ruhendent BlsnRrehpunkt des &rpers.
Hierdurch niissen wir nur die Orientierung de$koers im Raum als frei gegeben betrachten (drei Frei-
heitsgrade). O.B.d.A. legen wir den Drehpunkt in der UrsgrOrdes Beobachters.

Unser Ziel im Folgenden ist es, eine dynamische Beschreidengines starrenétpers mit festem
Drehpunkt zu finden. Genauer: Wir suchen die Bewegungsglegdn der Orientierung desokpers in

einemaul3eren Kraftfeld.

1.1 Drehimpuls

Wir beginnen mit der Frage, wie grol3 der Gesamtdrehimpumes starren &rpers ist. Allgemein hatten

wir diese Frage schon im Abschnitber Vielteilchensysteme beantwortet,
L=L +RxMR. 1)

Hier bezeichnel’ = Y m#/ x r/ den Drehimpuls im Schwerpunktsysteni;und/ sind die Orte und

Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem.
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Der neue Fall hier ist etwas spezieller. Da die Alogte|r; — r;| zwischen zwei beliebigen Punkten als
holonom-skleronome Zwangsbedingung immer gleich sdissan, knnen alle Teilchenortedehstens
durch die gleichzeitige Rotation B{e) um die gleiche Rotationsachgebewegt werden|D(a; e)r; —
D(a; e)rjl = |r; — r;jl. Wir fassen, wie vorher schon, die Rotationsachse und digk&geschwindigkeit
w der Rotation um diese Achse durch den Vektor= we der Winkelgeschwindigkeit zusammen. Die
Rotationsachse geht hierbei immer durch den DrehpOnkter Vektorw darf natirlich die Richtung und
den Betrag mit der Ze#ndern und wird dies i.A. auch tun.

Wie schon besprochen, sieht der Beobachter unter dieserabdest eine Rotations-Geschwindigkeit
eines Massepunkteson

Ti=wXT. (2)

Folglich rotiert auch der Schwerpunkt b&i mit der GeschwindigkeiR = w X R. Das folgt ausk =
2. m7i/M und der obigen Relation. Ein Punkt beirelativ zu R rotiert deshalb mit der Geschwindigkeit

F=wx(r +R) =wxr +wxR=7+R 3



Patrick Simon 1 STARRE KORPER

und folglich im Schwerpunktsystem mit der Geschwindigkeit

M =ri-R=wxr . 4)

Der Drehimpuls im Schwerpunktsystem wird hierdurch (“BACCABR&gel)

N N N

L= mrx# = .Z;‘ mr! X (wX 7)) = ; m(wlr!? - ri(r, w)) . (5)

i=1

Die Abbildung I, definiert durch
N
L'=Vw:= ) mwlrP?-r/r,w), (6)
i=1

ist interessant. Diese ist eitieeare Abbildung I : V3 — V3, die auf den Vektoto wirkt (ersetze oben
w = Jwi+Awy; dannistiw = A;1'w;+ Aol w,). Wir nennenl1denTragheitstensoder Massenverteilung
des Korpers.Ublicherweise wird der Egheitstensor béglich einer (orthonormalen) Basis,, e, ez}

angegeben, so dass wir den Drehimplis= Y3, L{e; als Matrixprodukt von Koordinaten darstellen

kdnnen,
’ ’/ 4 /7
Ly I 1o N || @ 3
Ly [=] 15 15, 155 || w2 | > oderl| = Z lfjwi (7)
=1
’ ’ 7 ’
L3 131 132 l33 w3
wobei
N
’ K2 ’2 ’2 ’
g = Z M[0(X1 + X2 + X3) = X, %] (8)
i1

gegeben istir die Ortsvektorem! = ;X ;e;. Diese Relation e@it man aud| = (I'w, e;) mit einer
direkten Koordinatendarstellung vetiundw; 6K ist das Kronecker-Symbol.
Die Abbildung I ist ein Tensor 2. Stufe, was bedeutet, dass sich desseniKataul, unter einer

Rotation D :V3 — V2 wie das (dyadische) Produkt von zwei Vektoren transforemier

3 3

3
Xi,HZDikXi,( == Ii,j l—)ZZDiijHl’(l X (9)
k=1 k=1 1=1

Dy ist die Koordinatendarstellung der Rotation bglzch der Basig;. Die Diagonalelemente desagheits-

tensors nennt mafragheitsmomentalie Nicht-Diagonalelementeeviationsmomente

3
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Wir haben nun einen Ausdruckifden Drehimpuld.’ im Schwerpunktsystem gefunden, der nur von

w und dem Tagheitstensor labrangt. Der Gesamtdrehimpuls um den Urspréhigt dann nach Gl. (1):
L="w+MRx(WwxR)=lw+MWRP-RR,w)=lw+lgw=(+Ipw=lw. (20)

Wir missen also zum @gheitstensor im Schwerpunktsystem den Tensgrdddieren, um den agheits-
tensor | relativ zum Drehpunk® zu erhalten. Der Tensoglist der Tiagheitstensor eines einzelnen Mas-
sepunktes der Mas3$¢é, der sich im Abstand? vom Drehpunkt befindet.

Anders ausgedickt: Kennen wir den Tgheitstensor lum den Schwerpunkt, dann erhalten wir den

Tragheitstensor Iifr eine Rotation um jeden anderen Drehpunkt durch Additionlyg| = I’ + I g.

Anmerkung Haufig betrachtet man bei starreidtpern ein KontinuunN — oo von Punktmassen statt

einer diskreten Menge von Punktmassen. In diesem Fall sinth&n der Art

N
> mim) (11)
i=1
durch Volumenintegrale zu ersetzen:
[ avemta. (12)
\Y

wobei dv ein infinitisimales Volumenelement der Massa & dVp(r) beim Ortr darstellt;p(r) ist die
Massendichte bat. Wir stellen uns also ein Massenkontinuum als Grenzfalhdtieh vieler infinitisi-

maler Massenpunkte vor. So wird beispielsweise im Kontim{rrenzfall das Tagheitsmoment
Il = fv dVp(r') [ (<2 + X7 + X5) — x| . (13)

Konzeptionellandert sich abeli die Diskussion der starrendiper hierdurch nichts.
Der Kontinuum-Fall ist imUbrigen auch der allgemeinere Fall. Wistknen smliche durchp(r) jede

diskrete Verteilung voiN Massenpunktemg, ;) als Summe von Dirac-Deltafunktionen darstellen,

N
p(r) = ) mép(r —m) . (14)
i=1
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1.2 Kinetische Energie

Wir kennen nun den Drehimpuls des starrairpers. Was ist dessen gesamte kinetische Ené&fgjie
Diese erhalten wir, wie im Abschni®®? besprochen, aus der Summe der kinetischen Energie eines

Punktteilchens der Masd9é bei R und der kinetischen Energie im Schwerpunktsystem,
1 A, M.
T=5(Mo% 2),= E;mlri|Z+E|Rlz. (15)

Nun ist aber, wie eben gezeig{, = w x r{ undR = w x R, so dass (Erinnerunga, b x c) = (b, c X a))

T = 1'Z’\l:n‘]|<.u><r-'|2+MI(.‘J><R|2 (16)

24 | -

_ ! ; ! oM R R 17

= éz;m(wxri,wxri)+5<wx ,w X R) a7

1=

1 & M

= E(w,Zmrixwxri>+7<w,Rxwa> (18)

i=1

1 1 1 1

= é(w,lw)+§(w,lRw>:é(w,lw):é(w,L>. (19

Die kinetische Energie des starrerdrigers ergibt sich demnach einfach aus dem Skalarproduktsvo
und dem Drehimpuld./2. In Komponentenschreibweise logfich der (raumfesten) Beobachterbasis

ist das eine quadratische Funktionudp namlich

NI =

1 1 3
T=5(w L) = 5w lw) = I;mwkw. . (20)

1.3 Potenzielle Energie

Was ist die gesamte potenzielle Energie des start@péts? Diese ergibt sich aus der Summe der poten-

ziellen Energien aller Punktteilchen,
N N
UR) = > URR+7)~ ) UP(R); (21)
i=1 i=1

U®(r) entspricht demauReren Potenzial déten Teilchens. Innere Potenzialérinen wir hier ver-

nachhssigen, weil sich die relativen Alastde der Teilchen untereinander nichtaredern drfen.

5
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Die Approximation rechts nimmt zaglich an, dass diBusdehnung des Korpers klagt gegefiber
den &umlichenAnderungen der Potenzialéi(a); dasaulRere Kraftfeld ist praktisch homogeir fden
Korper. In diesem Falldmnen wir unsiiir U(R) den Korper als Punktmasse b&ivorstellen, der sich im
Potenzial(r) = Ui("")(r) bewegt. Im homogenen Erdschwerefeldresdies einfackl (r) = —M({(g, ),
wobeig der konstante Vektor der Schwerebeschleunigung am Erdhisjeund istM = ; m die Ge-
samtmasse.

Ist diese Niherung nicht anwendbar, dann wird die potenzielle EnexgneRR und der Orientierung
des Korpers abhngen. (In diesem Fall unterscheidet man auf3erdem zwistd@nSchwerpunkt, der
Punkt der &ektiv das Potenzial desdfpers bestimmt, und dem Massenzentrum, das unserer Refinit

von R entspricht.)

1.4 Lagrange-Funktion

Mit T undU kdnnen wir nun eine Lagrange-Funktion der starréngérs aufschreiben (fester Drehpunkt:
|R| = konst):
1
L=T-U :E(w,lw)—U(R) (22)

Einer Aufstellung der Bewegungsgleichungen scheint jetrita mehr im Wege zu stehen. Jedodissen
wir noch den VektorR und den Vektorw durch drei generalisierte Koordinatepn (Orientierung des
Korpers) und deren Geschwindigkeitgnim Falle vonw darstellen. Daiber hinaus &ngt auch der
Tragheitstensor | vomy; ab, weil i.A. eine andere Orientierung de#rgders die Massenverteilung des
Korpers fir den Beobachter vandert.

Um Bewegungsgleichungen finden zbrkien, beatigen wir nun eine geeignete Parametrisierung der

Orientierung des Krpers und eine damit einhergehende Parametrisierungrdghléditstensors.

1.5 Haupttragheitsachsen

Eine geeignete Parametrisierung besteht darin, déghBitstensor in einem Koordinatensystem anzuge-

ben, das mit dem &rper zusammen rotiertk@rperfes}. Diese bedeuteticht, dass wir als Referenzsystem
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nun einen rotierenden Beobachteihen; wir bleiben immer noch bei einem inertialen Beobacofmet
raumfester Basig;), der den bewegtendtper betrachtet. Es bedeutet nur, dass wir uns zur Bereghnun
von T eine Basidé;, é,, é3} wahlen, die an den starrerdiper angeheftet wird. Béglich dieser Basis
sind die Koéﬁzientenﬂj des Tagheitstensors zeitlich konstant, da sich die Massernertgm (starren)
Korper in der brperfesten Basis nicléindert. UmT berechnen zudnnen, muss jedoch auch der Vektor
w = Y wié; durch die krperfeste Koordinaten ausgédkt werden.

Welches krperfeste Koordinatensystem das geeignets$tedie Darstellung des &gheitstensors?
Grundstzlich gibt es schlie3lich unendlich vieleddlichkeiten, eine Basis fest amokper zu veran-
kern. Eine optimale @&rperfeste Basis ist durch die Matrly selbst gegeben: das Eigensystendeés
Tensors |. Die Matrix;; ist eine symmetrische Matrix, d.h; = I;. Aus diesem Grunde ist die Matrix
li; diagonalisierbar, was bedeutet, relativ zu den Eigenvehkié verschwinden alle Deviationsmomente
von [ij:

b 0 0
(=] 0 1 o|;le=0é; Bj=(&l&) =6 . (23)
0 0 I3
Die Basisvektoren bzwEigenvektorere; bestimmen die so-genanntétaupttragheitsachseder Mas-
senverteilung im Krper;; sind dieEigenwertedes Tagheitstensors, die sogenannkupttragheitsmo-
mente Diese sind krperfest, d.h. sie rotieren zusammen mit dedrpér. Gtensichtlich ist diese Basis
eine gute Wahl zur Darstellung desagheitstensors, weil hier mindestens sechs (drei freigjikéie-

mente verschwinden. Haben wir einnealgefunden, dann ist deshalb= % i3:1 f.c?)lz und die Parameter

I, sind zeitlich konstant.

Anmerkung Wir bezeichnen Krper mit zwei Momentet; = I, und einem dritten verschwindenden
Momenti; = O als Rotator. Krper heiBen unsymmetrisch, wenn alle Momente verschisifehund

symmetrisch, wenn zwei Momente gleich sind. Ein Kugellekigti, = I, = I5.
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1.6 Euler-Winkel

Um nun noch die Koizientenw; im korperfesten Koordinatensystem zu bestimmen, brauchenuwir
erst drei Winkel, die diegumliche Orientierung desdfpers und damit die Orientierung deirperfesten
Basis zur raumfesten Beobachterbasis eindeutig beschreilenfiir wahlen wir drei Winkelkoordina-
ten, die die raumfeste Basés des Beobachters durch Rotation exakt in diegerfeste Basig; eines
gegebenen Zeitpunkigerfihrt.

Genau genommen brauchen wir jedochidlafu sorgen, dass diese Rotation zwei Basis-Vektoren
e;i mit zwei Basis-Vektorere;"zur Deckung bringt. Ist das éiift, werden automatisch auch die dritten
Basis-Vektorerilbereinstimmen, weik,” = é3 x €; (bei gleicher Hindigkeit). Deswegen konzentrieren
wir uns nun auf ein Schema, das in drei Schritten mit drei baagigen Winkeln den Vekta#; naches
(“z-Achse”) und den Vektoe; nache; (“x-Achse”) rotiert.

Hierfur ist es gut, sich vorher das Folgende zu veranschaulickegenommen, wir haben einen
Vektor n, der senkrecht auf den Vektorenund e’ steht. Dann &nnen wirimmere nache’ durch eine

alleinige Rotation um die Achse entlamgiiberfihren (das Rotationszentrum soll im Folgenden immer

8
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O sein). Dies liegt daran, dass sowehdls auche’ in der (Rotations-)Ebene liegen, auf deisenkrecht
steht. Durch diese Rotation wird der Vektoselbst nicht veindert. Nach der Rotation istinsbesondere

immer noch senkrecht zu. Das Prozedere der Euler-Rotation ist nun wie folgt:

1. Die erste Rotationsachse sei durch den raumfesten Vektgegeben. Wir drehen digesamte
Basise; um diese Achse,amlich um den Winkel bis der rotierte Vektoe, senkrecht auf dem
korperfesten Vektoes steht. Wir nennen den rotierten Vekier nune’. Der neue Vektoe] soll

wegen der Eindeutigkeit im gleichen Halbraum liegen &yir ~

2. Nach Schritt 1 steh¢; senkrecht auks und e;. Dies bedeutet, wir &nnen durch Rotation der
Basis aus Schritt 1 um einen Wink&lentlange; nun den Vektorez in den korperfesten Vektor
é3 Uberfihren. Der Vektoe] wird durch diese Rotation nicht v@ndert. Insbesondere isf immer

noch senkrecht zas”

3. Schritt 1 und 2 zusammen haben alsg é3) nach g/, és) gedreht. Somit ist die “neue-Achse
é3 senkrecht zum érperfesten Vektoe; (Orthonormalbasis), aber auch senkrecht zum Zwischen-
vektore]. Folglich liegene; unde’ in der Ebene, auf det; senkrecht steht. Drehen wir also nun
abschlieend alles um einen Winkelim die Achse entlangsz; dann Kbnnen wir auch nock; und

€; zur Deckung bringen, ohne dahsiZu ve&ndern. Damit haben wir unser Ziel erreicht!

Dieses Schema verwendet dieller-Winkel(p, 9,¢), um die raumfeste Basis des Beobachters in die

korperfeste Basis zu rotieren. Unsere generalisierten Koateh sind deshalb diese drei Euler-Winkel.

1.7 Kinetische Energie mit Euler-Winkeln

Andert sich die Orientierung dedkperfesten Basis durch eine Rotation déspérs, danrndern sich
auch die Euler-Winkel. Folglich ist der Vektar, der die Rotation beschreibt, direkt mit der zeitlichen
Anderung der Euler-Winkel verkipft. Wir driicken nun die Koordinaten; tles Vektorsw als Funktion

der Euler-Winkel und deren Geschwindigkeiten aus.
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Um das zu erreichen, entwickeln wir

3
w:Z&)iéi:w¢+w0+ww:¢63+ﬁe’1+wég, (24)
i=1

als Summe dreier Rotationen um die drei Achsen der Euler-iRnigeder Euler-Winkel beschreibt ja
eine Drehung um eine dieser Achsen, wodurch die Koordinatarw direkt die Geschwindigkeiten der
Euler-Winkel sind. Diese Achsen sind: (i) die Achse entlag@w,), (i) die Achse entlang; im 2. Schritt
der Euler-Rotationy), und (iii) die Achsees des lorperfesten Systemsyf). Um nun die Koordinaten
w; zu finden, ermitteln wir separat die Koordinaten der ui@aigiigen Rotationew,, w,y undw, in der
korperfesten Basis und addieren diese.

Vorweg eine weitere kleinelberlegung. Wir stellen uns vor, wir haben einen Vektound wollen
diesen beiglich zweier verschiedener Baserunde; ausdiicken,

3

w = iwiei = Z wiej . (25)
i1 i

i=1
Angenommen wir kennen schon die Koordinatgnund wissen, dass sich die Bagis= De; aus der
Rotation D der Basi®; ergibt, d.h.e[ = De;. Wie lauten nun die Koordinaten;? Wir beobachten
Folgendes:

3 3 3 3
w = Z we = Zwi'Dei = DZwi’ei = Dlw= Z we; . (26)
i—1 i-1 i—1

i=1
Die rechte Seite bedeutet: Um die Koordinatenin der rotierten Basi®/ zu berechnen,dnnen wir

genauso gut den Vektes aktiv mit der inversenRotation D! rotieren, um dann die Koordinaten des
rotierten Vektors D'w in deralten Basise; zu berechnen. Kennen wir also die Koordinatendarstellung

Dj; von D in der Basig;, dann ist (Hinweis: [D'];; = D; wegen D* = D7)
3
wi’:ZDjiwj . (27)
=1

Wir missen also nur den Vektar entsprechend in der Koordinatendarstellung der Bagistieren, um

die Koordinaten in der neuen Basis zu erhalten. Davon werdiejetzt reichlich Gebrauch machen!

10
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Der Vektorw, entspricht einer Rotation um deAchse des Beobachters (entlagy), also be#glich

der Basise; hat dieser die Koordinaten

0
w,=¢pez=1 0 |. (28)

¢
Wir wollen aus diesen Koordinaten nun die Koordinaten inkdeperfesten Basis ermitteln. Die Beobachter-
Basis wird durch die drei Schritte der Euler-Rotation in diederfeste Basigberfihrt. Jeder Schritithrt
uns in eine weitere Basis, die sich durch Rotation der vorbarigasis um genau eine Koordinaten-Achse
unterscheidet. Jeder Schritt ergibt auch andere Kooelirdes Vektorss,. Um diese Serie von Koordina-
tentransformationen zu berechnen, wenden wir unserek deicinversen Rotation, siehe oben, mehrmals
hintereinander an. Wir drehen in der Koordinatendarstgll{i) um diez-Achse (Winkel-¢), (ii) um die

x-Achse (Winkel-#), und (iii) wieder um diez-Achse (Winkel-y), d.h. (rechts nach links)

cosy sing O|f1 O 0 cosy sing 0| O
w, = | —sing cosy 0 || O cos? sind || —sing cosey O || O (29)
0 0 1)L 0 —sind cosy J| O 0 1)\ ¢
0 @ Sinyg sing
= D(p,%,¢)| 0 |=]| ¢cosysing | . (30)
") ¢ cos)

Das sind folglich die Koordinaten van,, im korperfesten Koordinatensystem. Die 3-Matrix D(e, ¢, )
ist die Matrix, mit der wir jeden Vektor in raumfesten Koardien in krperfeste Koordinaten transfor-
mieren kdnnen.

Eine Drehung um den Winkel entspricht im Koordinatensystem des 2. Schritts der ERi#ation

einer Drehung um dig-Achse entlang/ . Wir starten alsolir wy direkt bei Schritt 2 der Euler-Rotationen,

Qp B

wy=vey =0 |. (31)

o

11
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Um nun diese Koordinaten imdkperfesten System zu erhaltenjssen wirwy nur noch um den Winkel

—¢ um diez-Achse entlangs drehen, Schritt 3 der Euler-Rotation,

cosy sing O || & +1} cosy
wy=| —sing cosy O || O |=| —Fsiny (32)
0 0 1 0 0

Das ist die Koordinatendarstellung va im korperfesten System.
Die dritte Rotationskomponentg, ist eine Drehung um dizAchse im lorperfesten System, so dass

diese einfach die folgenden Koordinaten igrjerfesten System hat:
0
v
Nehmen wir alle drei Komponenten vanzusammen, dann erhalten wir also eine Parametrisierung

vonw im korperfesten Koordinatensystem der Art:

; ¢ sind siny + 9 cosy

3
Z(I)iéi = @, |=we+wy+wy =| @psingcosy — I siny (34)
=1 .
w3 ¢ COSY +
Hiermit wird die kinetische Energie des starrearlders schlief3lich
1 e
T =3 Z Il (35)
i=1
(36)

. - . - I3, -
= El((p sind siny + 9 cosy)? + Ez(go sing cosy — 9 siny)? + Es(go cosd + ¥)? .

1.8 Schwerer Kreisel
Als Beispiel wollen wir einen schweren, symmetrischen Kebietrachten. “Symmetrisch” bedeutet, dass

wir I; = I, annehmen; die Haupégheitsachse; bezeichnet man aBigurenachse“Schwer” bedeutet,

12
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dass wir als Drehpunkt einen vom Masseschwerpiitbkerschiedenen Punkt imdfper wahlen. AulRer-
dem wahlen wir die Basis so, dass dieRichtunge; der raumfesten Basis des Beobachters gegen das
homogene Erdschwerefeld zeigt.

Hierdurch vereinfacht sich Lagrange-Funktion des Kreisel (diei;- und i,-Terme inT werden
zusammengefasst) A A
L= %(g’ozsinzﬁ +97) + '53(50 cost? + )? — mglcosd . (37)
Dieses System hat die drei Freiheitsgrade undy, die die Lage des Kreisels beschreibeiir # = 0
zeigt die Figurenachse nach oben. Die konstaritege! = |R| bezeichnet den Abstand des Massen-
schwerpunkts vom Drehpunkt.

Wir sehen sofort, dasg unde zyklisch sind. Also sind deren konjugierte Impulse Erhadfsgbi3en,

Py = %=f3(¢cosﬂ+¢)=konst, (38)
0L . ., - . N
P = 5 = fagpsirf 9 + 50089y cosi + ) = fug sirf 9 + p, cosi = konst . (39)

Dies formen wir nun etwas um nach

I cosy _. Py —pyu
Lsifd 11—

(40)

und
. _ u? — p,u
PPN Lol 3
I3 I3 |1(1 - U2)
Wir haben hiew := cos ersetzt, weil uns aufgefallen ist, dasswur als Funktion cog in den Impulsen

(41)

vorkommt. Die letzten zwei Gleichungeibhnen wir benutzen, um die Bahnen ypandy zu berechnen,

o0-gt0) = [ao= [l P “2)
to 1
B Py Pyu(t’)? - pu(t)
v -u) = [ai= [ (R ). #3)

sobald wir die Bahm(t) gefunden haben.

Die Gesamtenergie des Kreisels berechnen wir mit den erfaitimpulsen durch Einsetzen zu:

~ _ 2 2
E:T+mg|u:|—lﬂ2+(pf—p¢u)+&+mglu (44)
2 2|1(1— U2) 213

13



0.8 r

Patrick Simon "ARRE KORPER

Uet(U)
o
N

-0.2

-0.4

-0.6

Wir bemerken hier

(45)

., _(dcosd u?
dt 1-u?’
so dass man die (erhaltene) Gesamtenergie als Funktion wodu schreiben kann,
< oW 2
_hou 5 (pf PuY) + p—f +mglu. (46)
21-u 2|1(1—U2) 213

Dies erinnert uns sehr an das Himgerproblem, insbesondere wenn wir diese Gleichung natshetwas

2
) =9sifd = P(1- ) = #=

umformen,

r 2 2
o (Po—pw? PL-U)
2 21, 20,

A

+mglul-u?) - E(1-u?) =: 'Elu2 +Ue(u)=0. (47)

Formal ist die Bewegungsgleichung vardemnach wie die eines Punktteilchens mit Maksin ef-
fektiven PotenziaU:(U) (unterstricheh Beachte aber, dass die “Gesamtener{ig?/2 + Uq(U) dieses
aquivalenten Einrperproblems nur einen Wertamlich Null, hat. Hieraus erhalten wir ein Integrar f
die Umkehrfunktion voru(t),

u du/
o=t Emm “
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MNutation

Locus der Figurenachse

Quelle: Universitat Gottingen

Die Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels sind softstandig integrabel (aber i.A. nicht ana-
lytisch losbar).

Wie beim Einkorperproblem definieren (benachbarte) Punktenit Ues(Ug) = 0 Umkehrpunkte, bei
denenu das Vorzeicher@ndern mussy wird also zwischen den Umkehrpunkten periodisch hin und her
oszillieren & bestimmt die Laufrichtung von). Die Neigung des Kreisels bzw. die der Figurenaahse ~
wird deshalb periodisch schwankehiét der Winkel zwische; undes). Diese Schwankung nennt man
Nutationdes Kreisels. Die Amplitude der Nutation wird durch den Vdlabstand der Umkehrpunkte
Up = cosidy bestimmt;w, andert den Nutationswinkel. Gleichzeitig wird die Figueehse eine Kreisbe-
wegung umes beschreiben, die man afyazessiorbezeichnet. Diese Rotation ist nat, und damitp,
verknipft. Die Rotationw, ist eine Bewegung um die Figurenaclesg so dasg, mit der Rotation des
Kreisels um die eigene Symmetrieachse végkhist. DieUberlagerung von Rzessions- und Nutations-
bewegungasst die Symmetrieachse u.U. komplexe Bewegungsmustenrbésen, die hier aber nicht

naher diskutiert werden sollen (siehe z.B. [1]).

15
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1.9 Freie starre Korper

Die vorangegangene Diskussion der starrénger ist davon ausgegangen, dass daplér im Drehpunkt
festgehalten wird; der Schwerpunkt kann sich dann nufRjit= konst bewegen. Dadurch sind die drei
Euler-Winkel die einzigen Freiheitsgrade des Problems.

Im allgemeineren Fall jedoch wird sich der SchwerpuRlkdes starren Brpers frei bewegendaonen,
so dass dieser nicht automatisch von den Euler-Winke&adph In diesem Moment erhalten wir drei
weitere Freiheitsgrade, die die Translation des Schwédpsrbeschreiben. Das Problem des freien star-
ren Korpers hat also insgesamt sechs Freiheitsgrade: drei kabed der Rotation (Euler-Winkel) und
drei Koordinaten der Translation (Position vde). Ein frei beweglicher starrer &per wird um den
SchwerpunkiR rotieren. In diesem Fall ist Lagrange-Funktion eine Sumereldanslationsenergie des

Schwerpunkts und der Rotationsenergie um den Schwerpuhkt, d

L= %IRF * %«o, V'w) - U(R.¢.9.9) . 49)

wobei die Rotationsenergigy = (w, l’w)/2 wie oben in der &rperfesten Basis als Funktion der Euler-
Winkel ausgedickt wird. Der Tagheitstensor ist der relativ zum Schwerpunkt. Whnken das auch
so sehen: & jeden Korper, der nicht als Punktmasse approximiert werden kamer, zaumindest starr
ist, addieren wir einen zaszlichen Ternil o, zur Lagrange-Funktion, um die inneren Freiheitsgrade der
Orientierung zu bercksichtigen; als einzige Zusatzinformatiaber die Massenverteilung imdfper
werden die Hauptiigheitsmoment& berbtigt.

Im Falle einesnhomogenen Kraftfeldsonnen der Schwerpunkt und das Massenzeniuwerschie-
den sein, siehe Abschnitt 1.3; die potenzielle Enetgsermischt dann die Translationskoordinaten von
R und die Euler-Winkel der Orientierung desioers. Dann kann auch auf einen freiedrper ein
DrehmomentV = L relativ zum DrehpunkR wirken. Hierdurch kann auch dieser, trotz einer freien Be-
wegung, eine Rizession und Nutation vollhren! Dies ist z.B. bei der Erde der Fall, die in Jati¢rung
als freier starrer Krper betrachtet werden kann. Durch das inhomogene Gefadedes Mondes und
der Sonne beschreibt die Erde ein@#assions- und eine (kleine) Nutationsbewegung. Dézdé&sion

bewegt die Erdfigurenachse etwa um°Ipro Jahrhundert, wodurch zum selben Tag des Jahres z.B. die
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Quelle: Bild, Axel-Springer Verlag, Dez. 201 Oﬁ'ﬂ

Sonne vor etwa 2000 Jahren emn@8° andere Position zum Fixsternhimmel hatte als heute. Declgr
sche Naturphilosoph Hipparcho4.90 v.Ch.3 120 v.Ch.) schtzte diesen ffekt schon vor 2200 Jahren
aufgrund von Beobachtungen auf capto Jahrundert.

Sollte der starre Brper zwar eine Translationsbewegung absén lonnen, aber rotiert dieser dabei
nicht um den Schwerpunkt sondern um einen anderen Drehfmiktrollender Zylinder mit Umwucht),
dann diickt manZ als Funktion der Postion des Drehpunki@s= R + d aus;d ist der Abstandsvek-
tor des Drehpunkts vom Schwerpunkt. In diesem allgememEadl wird die Lagrange-Funktion durch

Substitution der obigen miR = D — d zu:

M

L= 2|D|2—M(D,wxd)+%(w,lw)—U(D—d,go,ﬁ,gb), (50)

wobei | hier das Tagheitsmoment um den Drehpunkt ist; der unterstrichBsren ist ein Mischterm
zwischen Translatiod und der Rotationl = w x d; d hangt von der Orientierung ab. Ist das Kraftfeld

praktisch homogeiiber die Ausdehnung desiipers, dann ist) (D - d,...) = U(D).
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