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1 Hamiltonsches Prinzip

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich ohne des DiBértschen Prinzips auch aus einem funda-
mentaleren Prinzip ableiten, das wir ddamiltonsche Prinzip oder das Prinzip der kleinst&statioraren
Wirkung nennen. Mathematisch ist dies eine andere Henlgitler klassischen Mechanik. Diese bie-
tet erstmal keinen praktischen Vorteil in der Behandlung konkreten Problemen. Vom theoretischen
Standpunkt aus gesehen allerdings, wirft dieses Prindipcfe ein neues Licht auf die Natur physikali-

scher Gesetze und sélgtt daiiber hinaus eine Bicke zur Quantenmechanik.

1.1 \Variationsrechnung

Zum Einstieg diskutieren wir hier ein typisches Problem Wariationsrechnung. Wir betrachten eine
stetige und dterenzierbare Funktiofi(x) : R — R, die durch zwei feste Punktg = (X)) undY, =
f(X) beiX; und X, gehen soll. Wir fragen uns, wie die Kurve (X)) zwischen den Punkted < x < X,
verlaufen muss, damit ihrednge minimal wird. Wir Bnnen die Antwort eigentlich schon ratefr(x) ist
eine Grade. Aber wir wollen beweisen, dass die Grade von ati@glichen f(x) wirklich die kiirzeste
Lange hat.

Dieses Problem ist wahrscheinlich anders als die Extretpwayleme, denen Sie bisher begegnet
sind. Bisher wurden in diese Fragestellungen vermutlich @mauf eine Funktiori-(y) endlich vieler
Unbekannteny zuriickgetfihrt, die so gewhlt werden rnissen, dass die Funktidghextremal wird. Eine
notwendige Bedingung lokaler Extrema ist bekanntlich eirselewindender Gradiel'®F(y) = 0 am
Punkt eines Extremums, was d@sliche Losungsansatz ist. Das Problem hier ist nun etwas komplizier
ter: Wir habeniiberabahlbar viele Unbekannte — die Werte der Funktionyei f(x) — die gefunden
werden niissen, um die GesaratigeF[f(x)] € R*? zu minimieren; jeder Werf (x) bei x €] Xy, X[ ist
eine Unbekannte.

Bevor wir unsiiber die losung Gedanken macheniissen wir das Problem erst mal sauber definieren.
Beginnen wir mit einer l[dherung. Wir denken un$ Stitzpunktex; mit X; = Xg < X < Xn41 = Xo undi =

1...N, andenen wir die Wertg = f(x) der gesuchten Funktion bestimmen wollen. Riseien sortiert,
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d.h.x < X,1. Der Abstand der direkten Nachbagrundx;,, ist konstant, d.hx,; — X = Ax = (Xz — X;)/N.
Wir verbinden nun alle benachbarte Punktgy() mit Linien, um einen Approximation vom(x) zu

erhalten. Die Gesanithge aller Verbindungslinien ist

AR

N-1 N-1 N '
Fulyis X1 = D, Vet =X+ Ghea =307 = ), VAP + Bea =y = Ax ) \/ a3y
i=0 i=0 i=0

mit festen Werten an den Endpunktgn=Y; und yy,1 = Y,. Diese Kurverdinge hatN endlich viele
Unbekanntsy;. In dieser Nitherung sieht das Problem der Minindalbe so aus wie das oben besprochene

mit endlich vielen Unbekannten. Aber eigentlich interessieren wir uns doch tien Grenzfall

FLEOIL = lim Falyi; x] :’\lliLnooZAx\/l+W:L2dx T+ [F2; £'(%) = df(X) @)
i=0 1

und Losungenf(x), die dieses sogenannkeinktional F[f(x)] extremal werden lassen. Ein Funktional
bildet eine gesamte Funktion aBfab. Verwendet haben wir hier neben der Definition des Riemann-
Integrals (“Reihe von infinitisimalen @Ren”) die Definition des Dierenzenquotienten

AX—)oo AX AX—»oo AX

= (%) . ®3)

Wie finden wir eine Funktiorf (x), die F[ f(x)] extremal werdend3t? Im Falle der Bherundg=n[Vi; %]
ware dies klar. Wir wirden nacly; mit den Eigenschaften

%z:;’“]:o YY1, .. YN 4)
suchen. Wir wissen aber nicht, wie wir Gradientejf (x)] beziglich f(x) zu bilden haben. Deswegen
sehen wir uns nochmal den Fall deélNerungFy an: Haben wir fir Fy die Extremwertey;"gefunden,
dann sagt uns die Bedingung (4) auch, dass eine kleine \@ariati beim Extremumy;"den Wert vorFy
nicht in linear Ordnung véndern wird, d.h. (Taylor-Reihe bgj "

N[Yn X

N-1
. oF -
FalS + edyi; x] = Fal¥i; x] + Z =2 6yie + O(€2) = Fal9i; x] + O(€) . (5)
i=1

Dies ist nun aber eine alternative Bedingung der Extremwggrtdie wir auf F[f(x)] Ubertragen

konnen. Nehmen wiramlich an, wir haben eine Extremalkurééx) des Funktional$ [ f(x)] gefunden,
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dann erwarten wir, dass eine kleine Variation dieser Kurve,
f(x, €)= f(X) + esf(X), (6)

mit jeder beliebigen Variation 6 f(x) — auch eine Funktion vor — das FunktionaF[f(x, €)] in linear

Ordnung ine konstant &lt, d.h.
FIf(X) + esf(X)] = F[f(X)] + O(€?) . (7)

Da die Randwerte be{; und X, gegeben sind, soll die Variation allerdings dort &ifx) = O verschwin-
den; f(x) ist fest vorgegeben an den Eckpunkten. Anders auggktdiWir suchen Extremalkurvef(x)
mit f(X1) = Y1 und f(Xo) = Y, die

dF[f(X) + esf(X)]

- =0 V6f(X) (8)

e=0

erfullen. Die Betonung liegt auf tir beliebigen Variationetif (x)” (mit Randbedingungen).

Dies probieren wir jetztifr unserer Eingangsproblem demrkesten Verbindung zweier Punkte aus:

dFLT0 d* Of ] _ (™ dxdi J1+[F00 + et (]2 = OGRS CAIG G
€ a e %1 [P0 + e f P
Bei e = 0 entspricht dies
dF[f(X) + 5T (X)] Xe f7(x) Xe f7(x) d
= X ————§f(x) = | dx———"oouo—6f(X) (10)
o e e i feor s oo™

fXde dl1_ "™ sl L lsil @)
X1

| e 2 | e [Fe

Xo
{0 siml - f”dxﬂﬁ(sfm (12)
X

Jisetfor o X e ipor

_fxzdxdﬂ P st (13)
T L feor
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Der unterstrichen&erm in der vorletzten Zeile verschwindet, weil eine Vaaatan den Eckpunkten nicht
erlaubt istgf(X,) = 6f(X,) = 0. In der obigen Rechnung haben wir die Integration ab derteweeile
partiell ausgdihrt, um die Ableitungy’f(x) der Variation beseitigen zudkinen. Im Gegensatz #if (X)
sind ramlich die Variationen void’f (x) bei unterschiedlichen Wertennicht unablngig voneinander;
der Differentialkodizient der Ableitung kombiniert benachbarte unahgige Variationei f (X).

DaF[f(x, €)] fur beliebige Variationeaf(x) in 1. Naherung verschwinden soll, muss nun der Faktor

vor 6 f(X) im Integranten der letzten Zeile der obigen Gleichuingdlle x € [ Xy, X;] verschwinden,

d (%)
o T—|=0 (14)
1+ [F(X)]?
= L = konst =: C (15)
V1+[F012
= [f'(91* = C*(L+[f'(X]?) (16)
f/(x)]? = ¢ = konst 17
= [(X)]_l—CZ_OnS' (17)

Dies ist nur ndbglich, wenn die erste Ableitung vol(x) eine Konstante ergibt, d.HA.’(x) = konst, was
nur fur eine Gradef (X) = ax + b mit den Konstantea undb erfiillt werden kann.

Wir haben also durch Variation debsungskurve bewiesen, dass eine Grade idlirdste Verbindung
zweier Punkte ist! Zur genauen Bestimmung der Graden, muffhioandie Randbedingungen b&iund
Xz berucksichtigen. Uns reicht hier die Feststellung, dass dasti@nsproblem auf eine Berentialglei-
chung zuiickgefihrt wurde; wir sind das Funktion&l[ f (x)] selbst dadurch los geworden.

Die hier durchgéihrten Rechenschritte werden in der Theorieflektional ableitungen formalisiert,
die wir an dieser Stelle nicht wiedergebeinken. Wir weisen hier nur noch auf eine wichtige Relation

hin, die man sich merken sollte:

ern  d _arx .,
o'f(X) = OIXéf(x) =0 I of’'(x) . (18)
Die Ableitung einer Variation entspricht also der Variatider Ableitung. Folglich ist auch
d" _ L d'f(x)
ﬁéf(x) =6 v (19)
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1.2 Prinzip der stationaren Wirkung

Im letzten Abschnitt wurde ein Variationsproblem bespeatibei dem das Funktional nur eine Funktion
der Ableitung f’(x) war. Um zu sehen, was Variationsprobleme mit der klassisdiechanik zu tun
haben, betrachten wir nun ein allgemeineres Problem

s[a(] = [ dto(a®.40.1). (20)

to
bei dem ein Funktionab von unseren generalisierten Koordinatee (i, . . ., ) und deren Entwick-
lung g(t) mit der Zeitt ablangen soll;S gibt uns alsoir jede gegebene Kurugt) zwischenty <t < t;
einen Wert. Dieser Wert wird durch die Funktidnim Integranten bestimmt. Wir wollen den Integranten
unbestimmt lassen, um ein allgemeines Variationsprobletaosen.

Wir fragen uns, wie die Kurvg(t) gewahlt werden muss, um einen Extremwent$[q(t)] zu erhalten.

Wir gehen genauso wie eben vor und variieren eine Kgftg durch

Gi(t, €) = Gi(t) + eoqi(t) . (21)

Hierdurch wird (wir setzen hieg; "= g; und schreiben das Argument vdr{q(t), q(t),t) im Integranten
nicht ausp’q(t) = dog(t)/dt)

dS[q(t) + edq(t)]

- T dtdﬂ ®(q(t) + edq(t), 4(t) + ed'g(t). 1) . (22)
t1 Nk oD
_ f at ( sat) + 6q.(t)) (23)
t Nk ad d
= dt (—6q,(t) 6q.(t)) (24)
fto ; JG; ag; dt
b M d 0D o
- [a (G0 G lmo- g Goe]) @

i
t

o

Der erste unterstricherigerm verschwindet wieder, weil die Variatio;(t) an den Randpunkteg und

. o0 dod
fto dtZ( 5 aa—q)éqi(t). (26)

t; nach Definition null ist. Damit der zweite Terrarfbeliebige Variationenq;(t) verschwindet, muss der
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Ausdruck in der Klammer null sein, also

dod 0D :
——-—=0Vi. 27
dtog oq | @7
Wir beobachten nun mit Erstaunen, dass died€eintialgleichungen formal mit den ELG2 iden-
tisch sind, die wir aus dem D’Alembertschen Prinzip und demwtdnschen Axiomen abgeleitet haben.

Ersetzen wir Amlich® = £, dann erhalten wir

t1
Sla®] = | dtL(g(9). (). 1) = statiortr = %Z—éf - g—é_: —0Vi. (28)

Die Losungen der ELG2 mit den Randbedingungég) und q(t;) sind also genau die Kurveg(t),
bei denen das obige Funktiori{lg(t)] statiorar wird; eine Variation vors[q(t)] an dieser Stell@ndert in
1. Ordnung das Funktional nicht. Wir nennen dieses Fun&tidie Wirkung der Kurvegq(t). Da die Wir-
kung haufig ein Minimum als lokales Extremum hat, nennen wir dieSesatz das Prinzip der kleinsten
Wirkung. Wir schreiben dies auch aiS[q(t)] = 0.

Zusammenfassen kann man also sagen, wir haben gezeigiyidagthilfe der ELG2 letztlich nur die
kiirzeste Verbindung zweier Randpuigkty) undg(t;) berechnen. Die &inge zweier benachbarter Punkte

q(t + dt) undg(t) wird hierbei mit der Metrik bzw. infinitsimalen Wirkung(q(t), g(t), t)dt gemessen.

Anmerkung Dieses Prinzip ist, soweit wie es beurteileinken, fundamental. Wirdnnen die klassi-
sche Bewegungsgleichungen von Teilchen und sogar die Begsgi@ichungen von Kraftfeldern darauf
reduzieren (Feldtheorien). Wie in der klassischen Physi&én sich auch die Bewegungsgleichungen der
Wellenfunktionen und Quantenfelder in der Quantenmedéhaierauf zutickfuhren. Richard P. Feynman
(*1918-41988) konnte aullerdem zeigen, dass die Wirkurgfey(t)] aller Wegeq(t), die zwei Punkte
q(to) und q(t;) verbinden, die quantenmechanische Wahrscheinlichlesititamt, mit der ein Teilchen,
das beig(ty) beobachtet wurde, wieder bgft;) beobachtet werden kann. Die Bewegung von Teilchen in
der klassischen Mechanik hingegen wird nur von dem einAlgenq(t) bestimmt, der durchS[q(t)] = 0
gegeben ist.

Im Rahmen des Hamiltonschen Prinzips wird die Eichinvaridez Lagrange-Funktion sehffen-
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sichtlich. Addieren wir eine totale Zeitanleitung @, t)/dt zu £, dannandert sich die Wirkung

Slq®] = [ dtL(q(t). 4.1 + F(g(®).Hi (29)

to

nur an den Randpunkten (unterstricheferm). Diese sind bei einer Variation aber fest, so dass sich

wieder die ursginglichen Bewegungsgleichungeh € ergebenUbrigens geht das nur, wenf (i, t)/dt

i.A. keine Funktion der Geschwindigkeitenist.

1.3 Euler-Lagrange-Gleichungen 1. Art

Mittels des Hamiltonischen Prinzip®&nen wir auch Bewegungsgleichungém Probleme 1. Art her-
leiten. Dieses sind mechanische Probleme mit Zwangsbexdgan, bei denen wir keine generalisierten
Koordinaten finden@&nnen, die alle Zwangsbedingungen automatisdlilerf. Dafiber hinaus lassen sich
mit diesem Ansatz auch u.U. nicht-holonome Problegaseih.

Wir stellen uns also vor, wir haben trotz der generalisret@ordinateng noch N,, i.A. nicht-

holonome Zwangsbedingungepénthalten),
filg,q,t) =0 Vi=1...N,, (30)

die mit der Problemstellung verkipft sind. Die Bewegungsgleichung ergeben sich hier immeh s
dem Prinzip der kleinsten Wirkunif5[q(t)], aber nun mit den Nebenbedingungen in Gl. (30).

Ein Extremwertproblem mit Nebenbedingungen kann man tether Methode dekagrangeschen
Multiplikatoren |6sen, wobeiiiir jede Nebenbedingung eine neue Variableingefihrt wird. In unserem
Fall der funktionalen Beschreibung der Wirkung haben MgiNebenbedingungeriif jeden beliebigen
Zeitpunkt t; q(t) undq(t) sind bei jedent eingeschainkt. Wir brauchen deshalb einen Multiplikatg(t)
fur jeden Zeitpunkt;1;(t) wird dadurch zeitabdngig. Folgen wir hiermit der Methode der Lagrange-

Multiplikatoren, dann lautet das Variationsproblem nun

6S[q(1), A(D)] =6

i1 N
[ o [zz(q(t), q).9- > LOf(g.4. t)” = 0. (31)
to i=1

Genauso wie bei die Koordinatexft) miissen wir jetzti(t) variieren, um die Funktioneq(t) und A;(t)

zu finden, bei deneB[q(t), A(t)] extremal wird. Die Bewegungsgleichungeir f;(t), die sich aus dem
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Variationsprinzip ergeben, sind einfach die Gleichung#)).(Die neuen Bewegungsgleichungénd(t)

sind nach wie vor durch die allgemeinédung Gl. (27) gegeben, oder

doL oL <&[d(.  of ot .,
da5a " @ (W05 ) 105 | =0 2

Wir sehen also, man musirfjede Zwangsbedingung, die nicht durch die richtige Wahlgkneralisier-

ten Koordinaten beseitigt werden kann, eineatmkche LosungA;(t) finden. Diese sind eindeutig durch

die Nebenbedingungefi(q, g,t) = 0 bestimmt. Der neue Term in den Bewegungsgleichungermgder

entspricht der generalisierten Zwangskraft aNeiNebenbedingungen (unterstrichen
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