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1 Erhaltungsgrofien

Unsere Situation ist nun die Folgende. Um die Dynamik einete®ns vorN Teilchen unter Zwangsbe-

dingungen zu beschreiben (holonom; hier: nur 2. Art), stelir
1. die Lagrange-Funktiof = T — U des Systems auf;

2. fuhren einen Satz generalisierter Koordinajegin, die die Zwangsbedingungg(z, t) = 0 erfullen
(Anzahlk), und

3. erhalteniir dieg, mit den ELG2N, = 3N — k Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit
4. Die Bahnem(q(t),t) sind dann formal durch diedsungeny(t) bestimmit.

Der letzte Schritt (4) isfiblicherweise der, der am meisten Schwierigkeiten beitezi®. der analytisch
nicht moglich ist. (Mittels numerischer Methoden kann manimiéth immer die Bewegungsgleichungen
fur konkreteAnfangsbedingungen oder Randbedingungen mit einer tedhmiegrenzten Genauigkeit
|6sen. Die analytische allgemeine Form désungen ist aber vom theoretischen Standpunkt her interes-
santer.)

Wir hatten bei der Diskussion des Zwaéiperproblems gesehen (Abschrit}), dass die Kenntnis
von Erhaltungsdif3en, wie die der Energie oder des Drehimpulses, die Anzahireien Variablen des
Problems reduziert. Dadurch wird es z.B. im Zwaierproblem raglich, die Losungen direkt durch
Integrale auszudicken. Deswegen sollte man so viele Erhaltung®gn wie naglich fur ein gegebenes
Problem finden. AuRerdem verraten die Erhaltung®gn uns auch etwagber die Eigenschaften der
Losungen, ohne dass wir die Bewegungsgleichungen disekhiniissen. Wir besdiftigen uns hier mit
dem Zusammenhang zwischen ErhaltungBgn und den mathematischen Eigenschaften der Lagrange-

Funktion.
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1.1 Anzahl moglicher Erhaltungsgrof3en

Definition. Wir verstehen unter einer Erhaltungsgrof3e eine Funkt{gnd, t) der Koordinateny und der
Geschwindigkeitegq, die entlang der Trajektorig(t) konstant bzw. erhalten ist, d.h.

di(q.q.t)
dt

=0 Vt. Q)
Wieviele Erhaltungsgi3en lassen sichiif ein System mit N Teilchen unk Zwangsbedingungen
finden? Zui@chst stellen wir fest: Um ein System vl Differentialgleichungen 2. Ordnung eindeutig
zu losen, bedtigt man 2\, Integrationskonstanten. Diesérnen z.B. die Anfangsbedingunggs =
(q(to), q(to)) zum Zeitpunkity sein. Die eindeutige &sung kann deshalb als Funktion vgnfolgender-

malf3en geschrieben werden:
q(®) = q(go,t) ; q(t) = g(qo. 1) . (2)

Das folgt aus dem Satz der eindeutigaisharkeit von Dferentialgleichungen 2. Ordnung.

Die Anfangsbedingungeno selbst sind trivialerweise Erhaltungé@en! Betrachten wir amlich
einen beliebigen Zeitpunkt der Losungg(t), die durchge gegeben ist, danndkinen wir aus den Werten
q(ty) und g(t,) beit; wieder eine eindeutigedsung der ELG2 konstruieren; wir nennen diese g{8l. ~
Wir konnen dann mig(t) jedem Zeitpunkt; einen Satz von Werteq(to) zuordnen. Diese Werte sind
aber wegen der Eindeutigkeit dedsung, d.hg(t) = q(t), fur alle beliebigen Zeitpunkte gleich. Die so
konstruierten Wertg(fy) = qo sind also 2 Erhaltungsgal3en.

Weil die go erhalten sind, kann jede beliebige andere Erhalturigiair(q, g, t) des Systems als Funk-
tion der Anfangsbedingungedqy ausgedickt werden. Er jede beliebige Erhaltungsifse findet man

namlich durch direktes Einsetzen,

(g, ¢-1) = 1i(q(go. 1), 4(q0, 1), 1) = Ti(qo0, 1) £ Ti(go) , 3)

eine Funktion, die nur vog, abhangt. Beachte«), dass wegery = 0 und (Kettenregel)

Nk

dli(qa q9t) — drl(QO»t) — Z arI(qut)q i ai.‘I(qut) — an(qut) —
dt dt Cidgey T ot at

0 (4)
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I:(go, t) nicht explizit von der Zeit abhangen kann (rechts). Es kann folglich keine Erhaltunggmgeben,
die vongo unablangig ist. Deshalb gibt @maximal2N, unabl&ngige Erhaltungsgfien.

Gleichzeitig ist 2k auch die Mindestanzahl von Erhaltung®@en, weil digg, ja alle schon erhalten
sind. Es gibt alsgenau2N Erhaltungsgiaf3en — zumindest, wernundq vont, # t gewahlt sein dirfen.

Nun stellt sich die Frage: Wenn alle denkbaren Erhalturig&gml; Funktionen vongg sind, warum
sollen wir dann noch nach anderen Formen der Erhaltun@sgr jenseitgo suchen? Leider helfen die
go nicht bei der Bsung der Bewegungsgleichungen. Uamiich ausq die Positioneng(t) zu einem
Zeitpunktt # ty zu erhalten, muss man immer noch die EL@&dn!DieseErhaltungsgil3en etablieren
keinen Zusammenhang zwischen den Orten und den Geschiaitdigzu Zeitpunkteh# ty; sie machen
nur eine Aussagdif t = t.

Ob sich Erhaltungs@f3enl; finden lassen, die wie oben definiert, ausschliel3lich Fankt der Zu-
standsvariableg(t) und g(t) zu jedem Zeitpunkt sind, ist eine vllig andere Frage! Von diesen gibt es
im Allgemeinen weniger alsN. Wieviele es gibt, Angt von der Art des Problems ab. Je mehr wir fin-
den, desto mehr lassen sich erlaubdslingen einscBnken und das Problem dadurch vereinfachen, weil
wir formal mit jedeml; eine Zustandsvariable durch alle anderen ersetdendn. Wir beitigen des-
halb Strategien, um Erhaltungg@enl; zu finden, die immer Funktionen vapund g zum betrachteten
Zeitpunktt sind (wie z.B. die Energi&).

Es zeigt sich, dass Symmetrien der Lagrange-Funktion Imer wichtige Rolle spielen. Unter ei-
ner Symmetrie vor versteht man, dass wir die Koordinatgnn einer bestimmten Art transformieren

kdnnen, ohne die funktionale Form der Lagrange-Funktionezandern.

1.2 Zyklische Variablen

Die einfachste Symmetrie ist dann gegeben, wenn die Lagr&ogktion fir einen gegebenen Satz von
Koordinateng; nicht direkt vong; abhangt, d.ho.£/dq = 0; g kommt durch geeignete Wahl der Koor-
dinaten einfach nicht i’ vor; £ ist dann symmetrisch béglich einer Verschiebung +— ¢ + ¢ mit der

Konstanterc. Wir bezeichnen solcheg alszyklische Variablen
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In diesem Fall erhalten wir aus den ELG2

doL _ dp _
&a—qi = s 0 (5)
Wir haben hier eine neue GiBe eingdihrt:
Definition. Wir bezeichnen
0L
P =5 (6)

als den zu gkonjugierten Impuls oder auch kanonischen Impuls. Hiem@tden{q;, p;} sogenannte

konjugierte Grof3en.

Folglich sind zyklische Variablen mit einem erhaltenenjkgrerten Impuls verbunden, weil dam= 0
oderp; = konst.
Als Beispiel betrachten wir das Zwéikperproblem. Die Lagrange-Funktion degiivalenten Einrper-

problems ist in der Bahnebene mit Polarkoordinaten
L= gdz 4 %ézdz ~u(@). @)

In £ tauchtd wegen der Zentralkraft nicht explizit auf, woduréleine zyklische Variable des Zentral-
kraftproblems zweier Brper wird. Der konjugierte Impuls z#éi lautet p, = 1d26 und ist folglich eine
Erhaltungsgil3e. Wir erkennen hier ip; = L den Betrag des Drehimpulsés= |L| wieder. Hierdurch
bietet es sich direkt an, schon in der Lagrange-FunkfiGuch da® ganzlich zu entfernen,

P
2ud?

was uns erst einmal auf ein eindimensionales Probledfirhrt. Haben wir das gést, benutzen wir die

L:§¥+ ~u(d), (8)

Konstanz vorp,, umé(t) durch Integration zudsen.

Wir sehen also, eine Strategie ist es, alle zyklischen Whetades Problems und deren erhaltene kon-
jugierten Impulse zu identifizieren und dannfrentsprechend durch Integrationskonstanten zu ersetzen.
Problematisch ist hier allerdings, dass die Anzahl deriggkkn Variablen ffensichtlich von der Wahl
der Koordinaterg; abhangt. Hier bestimmen also @k und Erfahrung, wie weit man mit dieser Strategie

kommt.
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1.3 Symmetrien der Lagrange-Funktion

Zyklische Variablen sind also mit einer Verschiebungsstiia der Lagrange-Funktion verpft: Die
Koordinatentransformatiog, — ¢q; + ¢ der zyklischen Variablen mit der Konstanterandert nicht die
Form vonZ. Wir vermuten jedoch, dass es noch allgemeinere Koorditraiesformationen gebeiinte,
beziglich derL forminvariant sein &nnte, und die evtl. mit Erhaltungsif$en verkipft sind. Allgemei-
ner suchen wir Transformationen, die die ELG2 Bewegungdglgigen forminvariant lassen, die aus
der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Dies ist dergegianke im be&mmtenNoether-Theoremon
Amalie Emmy Noether*(L882+1935), das wir hier in einer vereinfachten Form besprechafew. Das
Noether-Theorem ist einer der Grundbausteine in der Faenuung der modernen theoretischen Physik.
Als allgemeine Koordinatentransformation stellen uns dass wir einen gegeben Satz von Koordi-

nateng = (i, - - ., Qy,) Stetig durch die Abbildung

g — Gg(q,t,a) Vi (9)

in einen neuen Satz Koordinatgn = (d;,...,dy ) transformieren. Diese Transformatioartyt stetig
von einem Parameter ab. Dieser Parameter ist so giut, dass wir fir @ = 0 die Identitsabbildung
erhalten, als@f(q,t,@ = 0) = q;; @ = 0 verandert die Koordinaten nicht. AuBerdem sgjll= ¢ (q., t, @)
invertierbar beiglich q sein; wir kbnnen die Transformation eindeutig nagh= gi(q’, t, ) umformen.
Wie stellen wir nun fest, ob die Berentialgleichungen der neuen Koordinatgmmit denen dei
formal identisch sind? Um diese Frage zu beantworten, beuwir £'(q’, q’, t), die Lagrange-Funktion
der neuen Koordinateq'. Hierzu invertieren wir die Koordinatentransformation,dass wir nurg; als

Funktion der neuen Koordinatep ausdiicken lonnen:

G = qi(q,’ta CZ) Vi (10)

Hierdurch definieren wir eine Punkttransformation, die wmsq; nachg; bringt. Die Lagrange-Funktion

der neuen Variablen folgt dann, wie schon besprochen, awstda durch Substitution

L£(q.q t.a) = L(q(g" . t.e).q(q".¢" t.a).t) = L(g.q.1). (11)
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Die rechte Seite ist entscheidernd £ine Symmetrie der Lagrange-Funkti@olltedie neue Lagrange-
Funktion £’ einfach die alte£ sein, nur mit den Variableg; eins-zu-eins durcky und die Geschwin-
digkeitenq eins-zu-eins durcly ‘ersetzt, danimusserwegen der Forminvarianz der Euler-Lagrange-
Bewegungsgleichungen die flgrentialgleichungenif g exakt wie die vorg, aussehen. Die Form der
Losungerty (t) ist dann mit denen vog (t) identisch. Das sind genau diélfe, die wir suchen. Wir weisen

hier nochmal darauf hin, dass wegen

d
q= aq(q tLa)=q(q,q' .t a) (12)

die Geschwindigkeitep Funktionen der neuen Koordinatghund deren Geschwindigkeiteqi Sind.
Eine Forminvarianz ist nicht selbstveistlich, was wir anhand eines Beispiels demonstrieren nolle
Nehmen wir mit
Lz = g'zz k2 (13)

die eindimensionale Bewegung eines Oszillators der Ausiegik Wir versuchen nun die Transformation
Z=z+a. (14)
Hierdurch istZ = zund die neue Lagrange-Funktion
LZ.7,0)= L(Z - a.Z,a) = gzz + 12+ 2aZ + KPP+ L(Z.7) . (15)

Diese Lagrange-Funktion ist alsichtinvariant be#glich der Translation im obigen Sinne. Verschieben
wir den Massenpunkt weiter nach auf3en, kriegen wititiah eine Trajektorie mit gif3erer Amplitude!
(Das Problem ist hier, dass digakstellende Kraft einaulR3ere Kraft ist — das System ist nicht abgeschlos-

sen.)

1.4 Erhaltungsgrof3e aufgrund einer Symmetrie der Lagrange-Funktion

Wieso folgt nun aus der BedingungrfSymmetrie in Gl. (11) rechts eine Erhaltungs®e? Um dies zu

zeigen, diferenzieren wir die transformierte Lagrange-Funkti@mach dem Parametet

L(qd.q.ta) = L(a(gte).q(d.q t.a).1) (16)

6
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_, 0L(d.d ) 0L(aq’ .t @), 4(q’. q' t, ). )

Oa - Oa ' (17
Dies schreiben wir nun als (Kettenregel)
6'5, (q” q.,’ t’ a) _ a ’ d ’
- = --L(ald t.0). zald t.o).Y) (18)
Nk Ay (a’
— Z % 6ql(q ’t’ a) + %: idCh(q ’t’ a/) (19)
i\ og oa 0q da dt
Nk (! Ay
=) dt 9qG; Oa g dt Oa
. d 0L 0qg(q',t, @)
T Z (0q. Oa ) (1)

In dieser Rechnung wurde an den unterstrichestetien die Euler-Lagrange-Gleichung vqiverwendet.

Diese Relation ist soweitlf alle Transformationea gultig. Im Falle einer Symmetrie vod beziglich

der Koordinatentransformatiayi(q, t, @) ist aber nun zu&zlich

L(q'.q . t.a)=L(q'.q".1) . (22)

Sprich die neue Lagrange-Funktidgii nicht explizit vona ablhangig, d.hoL’/da = 0 oder beir = O:

_d & (0L da(gste)| | dl
T .le (a_q e a:o) = —=0. (23)

dt

0L'(q',q'.t, @)
o

Die neue Golle

(’)‘q. aa

“2\P
a=0 (04 =

> ) 0) (24)

ist demnach zeitlich konstant bei einer Symmetriest eine Erhaltungsgfie. Wir sagen: Die Symmetrie

von £ bed4iglich der Transformation(q’, t, @) erzeugt die Erhaltungsgidel .
Beachte fir diesen Ausdruck, dagg = g beia = 0. Wir kdnnen also nach der Ableituidgoa alle of
durchq; ersetzen, wodurchnur eine Funktion der Koordinatem, deren Geschwindigkeiteqy und der

Zeitt sein kann. Aus diesem Grunde wurde der SpezialfallO betrachtet.
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1.5 Translationen

Als erste Anwendung betrachten wir ein (zwangfreies) Sysbei dem alle Kraftfelder nur von den
relativen Absandenr; — r; der Teilchen bestimmt werden. Die Koordinaten seien hiefaehe kartesi-
sche Koordinaten. Wir fissen hieidr die Lagrange-Funktion nicht hinschreiben, um zu wisdass ein
Translation

r=ri—ae = ri=71{+ae (25)
in eine beliebige Richtung das Potenzidl (z) in £ nicht ve&andert.

Der Vektorr/ entspricht dem Ort deden Teilchens aus der Perspektive eines Beobachters mit ei-
nem umae verschobenen Ursprung. Alternatidhnen wir dies aber auch als eiaktive Translation
betrachten: Wir verschieben alle Ortsvektorgder Teilchen um den konstanten Vektare.

Da sich hier bei der zeitlich konstanten Translation abativen Abstinde und die Geschwindigkeiten

nichtandernz’ = z, erhalten wir sofort
L(2, 2 t,a) = L(z,2',1); (26)

die Bewegungsgleichungeiirfr| sind die gleichen wie dielf r;. Also ist

N

ori(r/,t, a)
lrans = (pi, — )

Wir haben hier die Teilsummep;% aller Bewegungsrichtungen desselben Teilchemsn Skalarprodukt

N N
_ Z<p"e> = (Z pi, e) = konst (27)
a=0 =1 i=1

{pi, %) zusammengefasst (Kartesische Koordinaten) gVt 0.L/0x% ex+0L/0Yiey+0L/0 ze, bezeich-
nen wir den konjugierten Impuls 2zt = X ex + Yiey + ze,. Falls wir keine geschwindigkeitsabhgigen
PotenzialeU haben, ist dies der “normale” Impujs = my;. Da wir die Richtunge beliebig wahlen

durfen, muss also

N
P = Zpi = konst (28)
i=1
sein. Aus der Translationsinvarianz folgt also sofort dieatung des Gesamtimpulsé&s

Das ist eine bemerkenswerte Schlussfolgerung! Sie beufidiea Annahme, dass die Bewegungsglei-
chungen sich formal bei einer Verschiebung des gesamtgegablossenen) Systems van— r; — ae

im Raum nicht veiindern. Man spricht hier auch von der Homoganites Raumes.

8
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1.6 Drehungen

Anstatt das System zu verschieben, wollen wir nun alle @rtam eine beliebige Achse entlaiegdurch

den Ursprung? um den beliebigen Winket rotierten, d.h.
r| = D(a;e)ri < ri=D(-a;e)r (29)

Hier sei Dg; e) eine Drehung um den Winkelum die Ursprungsachse entlaag
Hangt das Potenzial nur von den Bagen|r; — r;| der relativen Absinde ab, dann wird dieses durch
eineeinmaligeDrehung, wie der oben beschriebenen, nichamrdert, d.hjr; —r;| = |ri'—r3|. Das Gleiche
gilt fur die Betage|r;| = |r/| der Geschwindigkeiten, die im kinetischen Anteil der Lagre-Funktion
stehen. Wir ignorieren hier der Einfachheit halber wiedesalpwindigkeitsalimgige Potenziale. Es gilt
also wiederum exakt
L'(z, 2 ta) = L(z,2.1), (30)

so dass wegen (Hinweis: B(e)r = r + ae x 7 + O(a?))

ori(r{, a)
o

_ 0D(-a; €)
B o

rl=-exr (31)

|
a=0

a=0
nun die GbRe (Hinweis{a, b x c) = (¢, a X b))
N N N
|rot=—Z@i,exri):—Z<€,’l°i><pi>=—<€, Ti X pi) (32)
i=1 i=1 =1

fur beliebigeDrehachsere erhalten ist. Dies bedeutet aber, wie haben den Gesamtgrals

L =

N
Ti X i (33)

=1

als Erhaltungsg@i3e nun auf eine Invarianz der Bewegungsgleichungeiidhbeh einer Rotationen des

Gesamtsystems zickgefihrt. Die Rotationsinvarianz vo# erzeugt einen erhaltenen Gesamtdrehim-

puls. Man bezeichnet diese Eigenschaft auch als Isotrg@é&dumes.
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1.7 Zeitverschiebungen

Konnen wir die Energieerhaltung bei skleronom-holonomemygbedingungen auch aus einer Sym-
metrie ableiten? (Rheonome Zwangsbedingungemi&n Energie ins System pumpen oder dem System
entzieheng ist deshalb dort i.A. nicht erhalten.)

Ja, unter Uméinden. Man kann unter Und@stden eine Energieerhaltung aus einer Zeitverschiebung
t=t+a (34)

ableiten, wenn diese die Lagrange-Funktion uawmeert &3t (Zeitsymmetrie). Wir brauchen also eine

Zeit-Invarianz der Lagrange-Funktion,
L(g.q.t+a) = L(q.q.1) . (35)

Das ist aber trivial, wen nicht explizit von der Zeit aldngt, d.h.

0L(q,q.1)
at

Diese Zeitverschiebung kann jedoch nicht mit dem Formalsigehandhabt werden, den wir oben be-

=0. (36)

sprochen haben, weil die Zditkeine generalisierte Koordinate darstellt. (Der Fornmalis kann aber
entsprechend erweitert werden.)
Wir konnen dennoch eine Erhaltungs@e ableiten, indem wir uns die totale Zeitableitung von

entlang der Kurve((t), g(t)) ansehen (Kettenregel):

df <N (0L.  0Ldg) oL <N(doL. aLd.) oL ,
a-;[ﬁq % dt)+ _;[aa_qq'Jré)q.dt) 7 dtzaq. e

die unterstricheneierme benutzen die Euler-Lagrange-Gleichung gotes folgt also allgemein durch

at dt[ Zaq. ] T (38)

Umformung, dass

oder dass die

Hamiltonfunktion.

N
Z %ql L= Z pigi — L (39)
I i=1
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genau dann erhalten ist/HJdt = 0, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeihatgt,
0L/ot = 0. Die Hamilton-Funktion wird sgter noch ausihrlicher diskutiert, weil sich mit ihr eine alter-
native Beschreibung der Bewegungsgleichungen konstruiiafin

Weiterhin ist die Funktior?{ unter bestimmten Bedingungen identisch mit der GesamtenErg
T +U, wodurch wir die Energieerhaltung unter diesen BedingurdeKonsequenz aus der Zeitinvarianz
von £ gezeigt latten. Eine Bedingung hianf ist, dass wir Ruhekoordinaten als Darstellurighien bzw.

ein Ruhesystem als Referenzsysteahien.

Ruhesystem.Unter einem Ruhesystem versteht man eine Darstellung mérgksierten Koordinaten

q, die nicht explizit von der Zeit abhangt, d.h. nur= z(q) anstatt der allgemeineren Darstellung=

z(q,1).

Zusatzlich brauchen wir konservative &te, fir die automatisch Folgendes giit{/og = 0):

oL ot
= = . 40
: oG 9G (40)
Man findet hiermit in einem Ruhesystem (siehe Anmerkungien letzten Schritt):
Nk Nk
. oT .
0= > —qg =2T. 41
Z; pidi Z:‘ 350 (41)
In diesem Fall erhalten wir den gesuchten Zusammenhang
H=2T-L=2T-T+U=T+U=E. (42)

Nochmal: Die Hamilton-Funktion ist bei einer Zeitversdhiags-Invarianz der Lagrange-Funktion
immereine Erhaltungs@fie fir skleronom-holonome Systeme; vorausgesetzt, dass siftelaus einem
(evtl. auch geschwindigkeitsabhgigen) Potenzial ableiten lassen. Sie ist aber nur damisth mit der

Gesamtenergi& des Systems, wenn wir zatzlich
1. nur konservative Kafte F, = —VU(z) betrachten, und

2. Koordinaten eines Ruhesystems zur Darstelluaglen.

11
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Anmerkung Die Bedingung (2) ist notwendig, damit die kinetische Eneiifig, 1q,t) = 1°T(q, q.t)
erfullt, daT dann nur Summanden edlh die ausschlie3lich quadratisch in den Geschwindighe;
sind. Die kinetische Energie ist dann eim@emogene FunktiobeZiglich der Geschwindigkeiteq. Das

sieht man durch die folgende Rechnung (Kettenregel; beaghst hier nicht explizitt-abhangig):

mo ISh
T = Z%h‘ilzzézm(’ri,ri) (43)
_ 1N ori(qg) . <& ari(q)
_ E;:m(; % q,,; S (44)
1™ (S o) an(@).).
) Ej,l:l ;rm aq; g ’|9ia (45)
1 Nk
= ngu(q)qjon (46)

Alle Summanden sind quadratisch in den Geschwindigkettdnec ¢;G mit den (metrischen) Kd&zi-

enteng;(q).
Aus dieser Homogerit der kinetischen Energie folgt dann durch Ableitung nasbwohl
12D~ 211(q,4. @)
als auch (Kettenregel)
. Ny . . Ni .
oA —~ 01 0(1q) — 0(AG)
Aus dem Spezialfalk = 1 ergibt sich hieraus
dT(g.4.1)
2T(q,q,t) = i , 49
(¢.4.H = Z i (49)

was oben verwendet wurde.
Aus der allgemeinen Form der kinetischen Energie von Teildh Ruhekoordinaten (GI. 46pknen
wir direkt die Bewegungsgleichung digen Teilchens ohne Krafteinwirkung ableiten (aus den EL&G2 m

U =0):
Ny
G+ ) THGE; =0, (50)

i.j=1

12
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wobei g"(q) = [97Y(q)]w (Indices oben!) die Inverse der Matrix g)(ist, deren Koéizienten durch

[9(¢)]« = 9a(g) gegeben sind. Die Kdgzienten

= = Z (g )(agjl (q) 59i|(¢1) B 8gij(q)) (51)

9q; aq; aq;
nennt man Christdel-Symbole; bei kartesischen Koordinaten ist einfE,E;h: 0. In der Diterentialgeo-
metrie und der mathematischen Formulierung der AllgenmeRelativitatstheorie spielt dieser Formalis-
mus eine wichtige Rolle. Gl. (50) beschreibt die Bewegungeiteiner Geadten. Sollte die Lagrange-
Funktion noch ein Potenzid) enthalten, dann wird evtl. die rechte Seite von null versgén sein,
namlichoU/dqgy.

1.8 Eichinvarianz der Lagrange-Funktion®

Um Koordinatentransformation zu finden, die die Bewegurejsgungen forminvariant lassen, haben wir
uns nur solche angesehen, die die Lagrange-Funktion foamamt lassen. Letzteres ist eine hinreichende
Bedingung @rr die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen, aber kesheandige Bedingung.

Dies kann mit dem folgenden Beispiel illustriert werden. Beliten wir einen Stein der Masseder
in z-Richtung frei im erdnahen Schwerefeld fallen kann. Die bage-Funktion dieses Szenarios ist in

einem geeigneten Koordinatensystem (siehe Absch®itt

L= g'zz +mgz. (52)
Die Bewegungsgleichung varist
doL oL "
prar e =mz-mg=0. (53)
Wir wenden nun eine Translation
Z=Z+a (54)
auf die Lagrange-Funktion an:
LZ.7,0)= L(Z -, 7) = %122 +mgZ - mgr % L(Z.7) . (55)

13
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Der konstante Terrmge verletzt unser obiges SuchkriteriuriarfSymmetrien vonZ, weil £ in diesem
Fall seine funktionale Forrandert. Jedoch erhalten wir trotzdem eine Bewegungsglegcfim z, die mit

der vonzidentisch ist,
doL oL
dt 0z 0z
weil der Extraternmgy in £’ nicht vonz oderz ablangt. Folglich deckt unsere Symmetriebedingung in

=mZ -mg=0, (56)

Gl. (11) nicht alle nbglichen Rlle ab. Hier gibt es noch Spielraum, um mehr Erhaltung$gn zu finden!
Eine Erweiterung der Symmetriebedingungdtiman dadurch, dass man siéhr firansformationen
mit folgender Eigenschatft interessiert:

dF(q’,t, @)

i (57)

L(q'.q'.t,a) = L(¢'.q'. 1) +

Wir erlauben nun, dass sich das transformigiteind £(q’, q’, t) um die totale Zeitableitung einer belie-
ben FunktionF(q’,t, @), die nicht von den Geschwindigkeitgh ablangig ist, unterscheideriiden. In
unserem obigen Beispiel ist diede&, t, ) = mgat.

Wir lassen diese Verallgemeinerung deshalb zu, weil einrfBand der Art & (q, t)/dt die ELG2 nicht
andern kann (der Parameteist hier unerheblich). Man karimmereine solche Funktion einer beliebigen
Lagrange-Funktion aiifyen. Wir nennen diese Freiheit di&chinvarianzder Lagrange-Funktion.

Wieso das so ist, kann man u.a. durch direktes NachrechraanfiiVegen der Kettenregel findet man

(BeachteF = F(q,t) hat per. defkeineq;-Abhangigkeit):

dF YOF . OF .
P ~— g +—-=F .
o dF AF
o a0, 59
oG &t ~ ag (59)
d o dF YoOgRF . %F
- = —— O+ (60)
dtog dt = 00i0q; agiot
9 dF o PF . PF
Z = = q; + . (61)
aq dt — 0090 agiot

Da die Ableitungen der letzten beiden Zeilen das gleicheling liefern, kann der Summané @, t)/dt

14
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in £ aber keinen Beitrag zur Bewegungsgleichung goproduzieren, da

Die ELG2 fur g ausL und £ + dF/dt sind deshalb exakt identisch. Dies &g}t die Eichinvarianz der
Lagrange-Funktion. Voila!

Welche Erhaltungsg@fie folgt nun aus der Forminvarianz der Lagrange-FunktidariBeficksichti-
gung der Eichinvarianz? Die neue Symmetriebedingung i{53). schreiben als

8£/(q/, q,,t, CZ)
oa

(63)

20 dt aq. aa wo] Ot O

Wir erlauben also nun, dass sidi(q’,q’.t,@) und £L(q’,q’.t) um einen Summanden unterscheiden

a=0

durfen. Bringen wir alle Terme auf eine Seite, dann erhalten wi

. L dq(q.t.a)|  9F(g.ta)
dt Tt (Z G O0a o a a=0) (64)
wobei
0L 9q(q’,t, @) oF(q',t,a)
Z 3q| oa a=0 oa a=0 (65)

unsere neue Erhaltunggdge ist. Wenn wir die Eichinvarianz ignorierdn,= 0, dann erhalten wir den
speziellen Fall, der eingangs diskutiert wurde.
Kehren wir zutick zum Beispiel des fallenden Steins, dann finden wir

oF(Z,t,a)

F(Z,t,@) = mgx ;
oa a=0

= mgt (66)

und deswegen die Erhaltungsége
J = mz - mgt= konst (67)

Dies ist das Zeitintegral der Bewegungsgleichung Gl. (53)!
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