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Patrick Simon 1 EULER-LAGRANGE-GLEICHUNGEN

1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir sind mit unserer Beschreibung der klassischen Mechartikrs ziemlich weit gekommen. Mit dem
bisher Erarbeitetendante man den Eindruck gewinnen, dass wir jedes klassidoyskalische Problem

zumindest konzeptionell durch Aufstellung der Bewegungisungen nundsen lbnnten.

1.1 Zwangsbedingungen

Es stellt sich aber heraus, dass wir noch gar nicht so gerssemi wie wir sehr abiigliche Probleme in
diesem Formalismus unterzubringen haben. Was ist etwarzwieenn die Bewegung derdfper durch
Zwangsbedingungesingeschiinkt wird? Der Massepunkt eines Pendels z.B. kann sich mehbéwe-
gen, sondern mus8ifjede erlaubte Auslenkung immer einen festen Abstaidh Aufrangepunkt haben.

Diese Bedingung&nnen wir schreiben als:
=12, 1)

Es geht uns nun also um di&sung der Bewegungsgleichungen mit Nebenbedingungen hzangsbe-
dingungen.

Wir schreiben allgemein Zwangsbedingungen dieser ArtialSgstem von = 1...k Gleichungen
mit

fi(z,1)=0; 2

jede erlaubte Bewegung der Teilchenatte Z muss zu jedem Zeitpunkt dieses System von Gleichun-
gen erfillen; f; sei stetig diferenzierbar. Wir nennen diese Zwangsbedingurigdanom Wir untertei-
len holonome Zwangsbedingungen nochmaiatonom-skleronomwenn sie nicht explizit von der Zeit
abhangen, odeholonom-rheonoimwenn sie stetig von der Zeit abhgen. Eine explizit zeitaldimgige
Zwangsbedingungdnnte sein, dass sich diéhge eines Pendels mit der Zeit axdert, d.hjr|>-1(t)? =
0. Oder wir betrachten Teilchen, die sich in einer Ebene geweriissen, die langsam rotiert.

Zwangsbedingungen, die sich nicht in der Form (2) schrelassen, nennen wir folglichichtholo-

nom Ein Beispiel dieser Kategorie sind Billardkugeln, die sici fuf dem Billardtisch bewegeriiden,
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€x

F = —mge,

aber an der Bande reflektiert werden. Unsere Bewegung aufdebé&rfhiche ist auch nichtholonom, weil
wir nicht durch den Boden fallentkinen, aber uns oberhalb des Bodens frei bewegendn. Zwangsbe-
dingungen, die Geschwindigkeitenenthalten, knnen holonom sein, wenn sie aus totalen Zeitableitung
einer holonomen Zwangsbedingung entstehen. Leiten wifz3B- 12 = 0 nach der Zeit ab, so wird

(r,m)

||

eine Nebenbedingung, die von der Geschwindigkeiblangt, aber trotzdem holonom ist. Wir konzen-

d :
al’rl = =0 &< (r,r)=0 3)

trieren uns hier haupshlich auf holonome Zwangsbedingungen.

Mathematisch definieren holonome Zwangsbedingungen eyperdbene oder Mannigfaltigkeh,
die die Menge aller erlaubten Teilchenorte definiert. Hiecth werden die R Freiheitsgrade des Systems
auf Ny := 3N — k eingeschéinkt (wenn die Zwangsbedingungen unabgig sind).

Eine “Einschankung” kann nur bedeuten, dass &utiche Kiafte —Zwangskrafte- Z; wirken, die
dafur sorgen, dass die Teilchen so beschleunigt werden, dasslisise ausschliel3lich innerhatbe M

bewegen. Beim vorangegangenen Beispiel des Pendels muZseingskraft in Richtung der Auimgung
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wirken, damit die resultierende Kraft den Abstand des Massektes zur Aufhngung nicht veindert

kann. Deshalb lauten die einges@hkten Bewegungsgleichungen i.A.
m# — F - Z; =0Vi, (4)

zusammen mit den Nebenbedingungg(e,t) = 0 im holonomen Fall. Wir &nnen das als Verallgemei-
nerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen verstehen.

Wie die Zwangskifte genau aussehen, wird durch die Zwangsbedingungeimbgstind von der
Trajektorie selbst. Das Problem der eingeaadhkten Bewegung scheint also sehr schnell sehr kompliziert

werden zu Bnnen.

1.2 Zwangsprobleme 2. Art

Um das Problem anzugehen, versucht man einen neuen Saltk wmablangigengeneralisierten Koor-
dinaten g

i = 7i(01, G - - - O, 1) =1 7i(q, 1) (5)
zu finden, der alle Zwangsbedingungém éineunabhangige Wahder Werte vorg, immer gleichzeitig
erfullt, d.h.

fi(z(g.1),t) =0 Vi, e . (6)

Wir nennen Probleme, die so generalisiert werdénnen,Probleme 2. Art Diese Probleme haben
den Vorteil, wie wir gleich sehen werden, dass wir die Bewegggteichungendsen lbnnen, ohne die
Zwangskéfte jemals explizit kennen zuimsen.

Probleme 1. Artbei denen wir keine generalisierten Koordinaten findea,alle Zwangsbedingun-
gen trivialerweise eifllen, behandeln wir sgger. Hier muss man zumindest einen Teil der Zwardgjskr
zusammen mit den Bewegungsgleichungen berechnen.

Fur das Beispiel unseres Pendetskte man, wenn wir nur die Schwingung in einer Ebg#ee,}

betrachten, den Ortsvektordurch den Ausschlagwinke} = ¢ parametrisieren,

+l sing ] _ @)

r(¢) = | singey — | cOSge, =: le, =: [
—l cosg
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der Vektore, zeige nach oben. Dies étft automatischiir alle Winkel¢ die Zwangsbedingunig|®—12 =
1> — 12 = 0. Um nun die Bewegungsgleichung des einzigen Freiheitsgrad erhalten, setzen wir(¢)

in die Bewegungsgleichun@?) ein,

d2
mer@) -F-2 (8)
_md ¢ SN _Fp_z 9)
dt sing
:mlg'zi{ cos ]—mk}bz +sine ]—F—Z (10)
sing — COS¢
=: mige, - mip?e, — F - Z =0. (11)

Um hier weitere Fortschritte zu machen, multiplizieren die@seVektorgleichungn einem Fall mie,, .),
mlp — (e, F) — (e, Z) = Ml — (e, F) = 0, (12)

und in dem anderen mie,, .)

mig? — (e;, F) — (e;, Z) = 0. (13)

Beachte, das&,,e,) =0 undle,|? = |e¢,|2 = 1. Wir zerlegen also hier die Kfte in Komponenten entlang
der Aufhangunge, und senkrecht dazu, d.h. in Richtuag Die Zwangskraft hlt ja nur den Abstand zur
Aufhangung konstant, weshalb,, Z) = 0 in der ersten Gleichung gilt.

Wir sehen nun, dass die erste Gleichung nicht von der Zwaafjslblangt, aber trotzdem die Bewe-

gung ing beschreibt, d.h.

= = — = = : 14
e puy ey sing(t) I sing(t) ; (14)
die Kraft wirke hier nach unten mif® = —-mge,. Wohingegen die zweite Gleichung volsidig die

Zwangskraft beschreibt (zusammen gat, Z) = 0),
(€4, Z) = MIp? — (e, F) = mlp?(t) + mgcose(t) , (15)

die wir berechnen@&nnen, sobald wir die Bewegungsgleichuf(t) gelost haben. Diesdnnte durchaus

von Interesse sein, insbesondere im Maschinenbau, weneimBendel konstruierenduhte und wissen

4
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muss, welche Zwangskite die Auflfangung aushalten muss. Die Konstruktion ist es schliefdiehdie
Zwangsbedingungen aufrechterhalten muss! Wir erkennedbingen in Gl. (15) die Zentripedalkraft
wieder, mlg?, die wir brauchen, um ein Teilchen auf einer Kreisbahn ztenalDie Zwangskraft muss

aber auch die Kraftkomponente,, F') entlang der AufAngung kompensieren (maximal lget 0).

1.3 D’Alembertsches Prinzip

Um die vorherige Rechnung zu verallgemeineiiinrt man ein weiteres Axiom der klassischen Mechanik
ein, das die Natur der Zwangsite betrift: das sogenannt@’Alembertsche Prinzigoenannt nach Jean-
Paptiste le Ronde D’Alembert{717+1783). Hierfir stellt man sich ein System miN Teilchen und
Positionenr; vor. Es seidr; eine beliebige infinitisimale Vanderung der Positionen, die mit den
Zwangsbedingungerertraglichist. Zusatzlich — und das ist wichtig hier — sollen die Zwangsbedirggn

zu einem Zeitpunkeingefrorensein. Bei skeloronomen Zwangsbedingungen spielt dies atie, weil
diese sowieso zeitunabihgig sind. Aber auch rheonome Nebenbedingungen saliedi¢ gedachten
Verschiebungegr; zeitlich konstant sein.

Man nennt die Verschiebungeém; virtuelle Verrickungenweil diese unter rheonomen Bedingungen
praktisch nicht durclithrbar sind. Zur Veranschaulichung siehe Beispiel der Refleinem horizontalen
Draht: Der Draht bewegt sich immer weiter nach oben, so dassein horizontale Bewegung der Perle
niemals ndglich ist. Halten wir die Zwangsbedingung aber zeitlicktfelann kann sich die Perle beliebig
nach links und rechts bewegen. Die Zwangskraft wirkt in eiedBeispiel vertikal und sorgt daf, dass

die Perle sich genau vorgegeben nach oben bewegt.

Definition. Das D’Alembertsche Prinzip besagt nun, dass virtuelle dfdebungernsr; entgegen der

ZwangskrafteZ; in der Summaiemals Arbeit verrichten, d.h.

N
> (Zi,om) =0. (16)
i=1

DiesesPostulatbasiert auf der Beobachtung, dass die Anwesenheit von skleren Zwangsbedingun-

gen die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systemser@idert. Deswegen geht man auch bei
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tatsachliche Verschiebung
Z Ar
to
-
or
virtuelle Verruckung

rheonomen Bedingungen davon aus, dass diese keine Arbeit Butnme leisten, wenn wir die zeitliche
Anderung der Zwangsbedingungen abschaltércen.

Vorsicht! Das D’Alembertsche Prinzip bedeutet aber

e nicht, dass einzelne Teilchen keine virtuelle Arbeit leistem. ctinzelne Summande{¥;, 5r;)
kdnnen durchaus von null verschieden sein; siehe Beispietwdt Perlen, die durch einen Draht
auf einen festen Abstand gehalten werden (die dungen Bnnen das Perlenpaar verschieben

und drehen); wegen ActieReactio gilt in diesem FalE; = —Z5;

¢ nicht, dass rheonome Zwangsbedingungen keine Arbeit an einetarysisten knnen. Beispiel:
Eine Kugel, die sich aufgrund von Zwang entlang eineiigen Trajektorie-(t) mit |7 # konst
bewegen muss. f@nsichtlichandert sich hier die kinetische Energie der Kugel! Die dxtan vir-
tuellen Veriickungen sind in diesem Fall aber alle ausnahm&los 0, da die Kugel keine Frei-

heitsgrade hatf (r,t) = |r(t) — 7(t)| = O.
Im zweiten Fall wird die Arbeit am System durch den “Motor’getet, der die rheonomen Zwangsbe-

6
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+r1 4: o1y —> _ s
Z,

dingungen ge@hrleistet. Virtuelle Arbeiten verschwinden jedoch auigr.h

1.4 Euler-Lagrange Gleichungen 2. Art

Das D’Alembertsche Prinzip gibt uns nun diediylichkeit, die Zwangskifte aus den Bewegungsglei-
chungen zu beseitigen, wenn wir geeignete generalisigmghlangige Koordinaten; finden kbnnen.
Dank dieses Postulat®knen wir ramlich die Bewegungsgleichungen mit Zwangsten als
N N N N
D (M = F = Z,6m) = ) (i = F,or) + > (Z,6m) = ) (M - F,or) =0 Yor,  (17)
i=1 0 i=1 i=1 i=1
schreiben. Diese Summe verschwindatdlle erlaubten virtuellen Veirckungen. Dies scheint erst mal
wenig Vorteile zu haben, da wir ein System vonfiBientialgleichungen in eine Summe von Skalaren
verwandelt haben. Wir sollten hier zumindest anerkennass @uf der rechten Seite der Gleichung die
Zwangskéfte nicht mehr auftreten.
Das Problem mit dieser Gleichung sind die virtuellen YWekungensr;, die aufgrund der Zwangsbe-

dingungen nicht linear unaBhgig sind. Deswegen suchen wir uns einen neuen Satz voradjsiesten

7
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Koordinateng;, miti = 1... Ny beik Zwangsbedingungen, die unaigig gevéahlt werden drfen, ohne
die Zwangsbedingungen jemals zu verletzen (Problem 2. Bahn diicken wir die virtuellen Bewegun-

gen (Kettenregel)
ori(a. 1) = Z o 5 (18)

als Funktion virtueller Vekickungen der neuen Koordlnatéqu aus. Setzen wir diese Beziehung nun in

Gl. (17) ein, erhalten wir

N
D (i — F,om) = Z(Z(m’r. - F, ))6q, =0 V50 . (19)
i=1

Dieser Schritt ist eine erhebliche Verbesserung: Die ) (huss @ir beliebige undunabhangi-

ge Kombinationendq; giiltig sein. Das ist aber nur @glich, wenn die einzelnen Kéi&zienten vonsg;
(rechts) verschwinden, also wenn

N

;mr. F.,%> = ;m«r., on) Z:K 2;> =0 V] (20)
Dies verwandelt den Satz vdhBewegungsgleichungen in einen neuen SatzNjpBewegungsgleichun-
gen; eine fir jede neue Koordinatg. Im Grunde sind das schon die Bewegungsgleichungeq; f die
wir suchen. Aber die direkte Aldimgigkeit vong; muss nun noch besser herausgearbeitet werden. Wir

sehen uns deshalb gleich die beiden Summen auf der rechterg&eauer an.

Anmerkung Bevor wir hier fortfahren, eine kleine Bemerkung die geonsetre Interpretation der Vek-
torend;r; = a’"' betrefend. Wir stellen uns vor, wir halten alle Koordinatgnbis auf eineg, konstant
bei einem bestlmmten Wert; wir variieren nur diesgsDieses definiert;(q) definiert eine Kurve in
E3: eine Koordinatenkurve Als einfaches Beispiel stellen wir uns ein kartesischesriatensystem
r(X,Y,2) = Xex + Yey + Ze, vor. Halten wiry und z konstant, erhalten wir durch Variation voneine
Gerade parallel zux-Achse. Die Ableitung);r; bezeichnet den Tangentialvektor lopian dieser Koor-
dinatenkurve: einen Basisvektor dgrAchse des lokaleRrummlinigen Koordinatensyster{isA. nicht
normiert). In unserem Beispielare dies ein Vektor in Richtung derAchse; dieser ére an jedem Punkt

der Kurve gleich. Beim Punkgy, oo, . . ., d,) beschreiben die Tangentialvekto@m; deshalb eine lokale

8
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Basis. Da wir uns aber frei entlang allgrKoordinaten bewegenifen, ohne die Nebenbedingungen des
Problems zu verletzen, spannt die Basis |dkat;|V j} den Raum aller Richtungen auf, in die wir dées
Teilchen noch bewegerbknen. Die Bewegungsgleichungen (20) projizieren nun dieldesnigungen
7i und die wirkenden Kafte F; auf diese Basis. Zwangsidte werden in dieser Darstellung irrelevant,

weil wir uns entlang dieser Richtungen ja ohne Einaokung bewegenidfen!

Definition. Wir bezeichnen in der Gl. (20) die Summe

6r, 0z
Q= Z<F., )= (Fu g (21)

aller projizierten Krafte entlang gals generalisierte Krafte.

Wir formen nun den anderen Summanden auf der rechten Seit8lv¢20) um (Kettenregel und folgende

Nebenrechnung)
ori. d ori . d o
m(rh aq]) - dt<rl’ aq]> m(rl, dtaqj> (22)

< ri, > m("“i,_
99; 99;

L o) 2 (3

)

" dag (2 ) g\ 2"
_ don_am,
- dtog;  og;

Dieser Ausdruck beschreibt also eine lineare Operatiom{i{pation von Ableitungen), die auf die ki-
netische Energid; := my|r;|?>/2 desiten Teilchens wirkt. Deswegen wird die gesamte Summe in Gl.
(20):

N N
. Or| . 0z doT oT
M, —)=(MOZ, —)= 77— , I =) Ti= —<m®z Z)z, 23
Z‘ aq; aq;"* ~ dtoq;  do; Z_:‘ (23)

wobeiT die gesamte kinetische Energie des Systems aakdr

Insgesamt &nnen wir nun die Bewegungsgleichungen in Gl. (20) schregien

doT aT .
&a—%—a—%—Qj_ovj. (24)
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Dies ist die allgemeine Form d&uler-Lagrange Gleichungen 2. AfELG?2) zur Behandlung holonomer
Zwangsbedingungen, die auf die Arbeiten von Leonhard Etd§i07-1783) und Joseph-Luois Lagran-
ge (1736+1813) zuiickgehen. Diesdl, Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit beschreiben die
Entwicklung der generalisierten Koordinatgnin t. Der entscheidende Fortschritt des Formalismus be-
steht darin, dass diese Gleichungen auch bei Zwangsbedjeguglltig sind, solange diese (i) holonom

sind und (ii) wir Koordinater; finden kbnnen, die unaliingig sind und alle Nebenbedingungerniéen.

Nebenrechnung Die Rechenschritte, die in der zweiten Zeile von Gl. (22) tsiteehenwurden, nilssen

noch erhutert werden. Entsprechend der Kettenregel gildie totale zeitliche Ableitung

;oo dr.(q,t) Zar, 6r, = (@D (25)

und deshalb sofort (partielle Ableitung!)
od;  oq;
was in der Herleitung eben verwendet wurde. Adeimstes nehmen wir die partielle Ableitung von Gl.

(25) nachq;

(26)

o°r; . 0°r
Zaqﬁql aq;ot - o

Das vergleichen wir mit der totalen Ableltung nach der Zgin (die Reihenfolge partieller Ableitungen

ist vertauschbar)

E@ri(q, t) _ i azri . a T Z & ri . aZ,ri (28)
dt  dq - (9q|(9qJ ataqJ 8q,6q| quat ’

und finden durch Vergleich mit Gl. (27) die zweite |deatit

d aTi _ (97"1

die in Gl. (22) verwendet wurde.

Anmerkung Die Zwangskéfte tauchen in den Bewegungsgleichungen zwar nicht mehizixauf,

aber wir KOnnten diese brauchen, um evtl. die Belastung einer Korigiruku berechnen, didif die

10
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Zwangsbedingungen verantwortlich ist. Hiarkann man folgenermal3en vorgehen: \WWsdn zuerst die
Bewegungsgleichungem(t). Hieraus erhalten wir danriif jedes Teilchem die auf es wirkenden Kafte

my#;(t) und hierdurch wegen Gl. (4)
Zi(t) = m7i(t) — Fi(z(1), 1) (30)

die Zwangskafte zu jedem Zeitpunkt

1.5 Forminvarianz

Die Wahl der generalisierten Koordinaten ist nicht eindg@obald wir einen Satz Koordinaten gefunden

haben, Bnnen wir immer durch die Transformationen

G = Gi(d % - - Oy ) (31)

auf einen neuen Satg wechseln. Beachte hier, dass sich die Geschwindigkeiteandur

.d__ ,
6 = 20 G ) (32)

ausq’ undq’ ergeben.

Wir nennen die Transformatiog(q’,t) eine PunkttransformationDa dieq; die Nebenbedingungen
erfullen, werden auch die neuen Koordinatgmliese erfillen. Damit sind aber die Bedingungen der obi-
gen Herleitung der ELG2 gegeben, so dass auch diese neuedikaen den Bewegungsgleichungen
(24) gehorchen, wenngleich ngt — g undQ; — Q. Diese Bewegungsgleichungen sind also formin-
variant, sie sindiir jeden Satz generalisierter Koordinateritigj. Man kann dies auch explizit zeigen wie
in [3].

1.6 Euler-Lagrange Gleichungen 2. Art: konservative Kiafte

In vielen Situationen findet man konservative, geschwikeitgunabBngige Kafte F,(z) = —VU(2).

Die generalisierten Kafte werden unter dieserijrfden theoretischen Physiker angenehmen Bedingungen

6—z>z = —(VU(2), ‘9_z>z _ _0U(z(g.1) _. 90U

= (F, sl -
Q aq aq; q; aq;

(33)

11
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Hiermit kdonnen wir die ELG2 schreiben aldy/oq = 0)

doT o7 _daT-U) AT -U)

dog ag O d og ag 0V (34)
oder einfach als
doL oL )
&a_q_a_q‘ov" (35)
wobei wir
L£L:=T-U (36)

die Lagrange-Funktiordes Systems nennen. Diese Form der ELG2 wird anfigsten verwendet.

Anmerkung Bei geschwindigkeitsal@émgigen Potenzialed(z, z) finden wir als generalisierte Kraft

ou dou

Q=

Deswegen erhalten wir in diesem Falie tlie Bewegungsgleichungen immer noch die ELG2 (35), aber
nun mit der Lagrange-Funktiafi = T — U(z, z). Formal veandert ein generalisiertes Potenzial, das wie
z.B. in der Elektrodynamik antféen, die Konstruktion der Bewegungsgleichungen also nicht!

Sollten wir nicht alle Kéfte mittels eines Potenzials augdken lonnen, erhalten wir eine Mischform
fur die ELG2. Alle konservativen Kifte sind dann als Potenzial iff enthalten und alle anderen als

generalisierte Kafte in Qj, d.h. wir finden die Bewegungsgleichungen

—=-==Q Vi. (38)

1.7 Mathematisches Pendel

Kehren wir nun zuick zu unserem Eingangsproblem des Pendels. Wir betradeterfall, dass das
Pendel einem homogenen Gravitationsfeld ausgesetzt giki\dr nennen die Richtung entgegen der
Schwerkraft diez-Richtunge,. Dann istU = mgz Das Pendel soll nur in detzEbene schwingen. Als

generalisierte Koordinatélhren wir den Auslenkwinket ein,» = | singey — | cosge,; | ist die konstante

12
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Pendelinge; der Aufingungspunkt ist der Ursprung,= 0. Also ist7 = |¢ cosgey + ¢ singe, und
deshalbT = ml72/2 = ml2¢?/2. Die Lagrange-Funktion ist
m|2¢2

=T-U-=
L 2

+ mlgcoss . (39)

Daraus erhalten wir die Bewegungsgleichuagdf,

QOL 0L _d o iosing = mPh + migsing -
& 93 a¢_dt( I¢)+m|g3|n¢_ml¢+mlgsm¢_0 (40)

oder
éb+|95in¢:o. (41)

Fur kleine Auslenkungen ist sing ~ ¢, und deshalb ist dann die Bewegungsgleichung die eines harmo
nischen Oszillators mit Kreisfrequeiz = \/M Der allgemeinere Fall ist nicht analytisabsbar (aber
integrabel: eindimensionales Problem mit konservativeaftt Man kann ihn aherungsweise mittels
Methoden der Strungstheorie diskutieren.

Wir kdnnen auch noch eine Reibungskr&ft= —ar in der Betrachtung bécksichtigen, die der
Bewegung des Pendels entgegenwirkt. Dieser entspriche keinservative Kraft, so dass wir in diesem
Fall die generalisierte Reibungskraifrfp berechnen riassen:

or

Qs = (F, %> = —a(r, | cospe, + | singe,) = —a(lp cospe, + |4 singe,, | cospe, + | singe,) = —al?p .
(42)
Die Bewegungsgleichung des Pendels ist ngretralt nur die konservativen kafte)
doL oL Yy - 2% _
Koo 99 Qs = Mg + mlgsing + al“¢ = 0 (43)

Dies gibt uns nunir kleine¢ die Bewegungsgleichung eines @eapften harmonischen Oszillators.

1.8 Dissipationsfunktior

Reibungséekte lassen sich mithilfe einer sogenanridéssipationsfunktiorlegant in die Euler-Lagrange-
Formalismus integrieren. Dies erreichen wir durch Vegtginerung der obigedberlegungiber Rei-

bung bei einem mathematischen Pendel. lienehmen wir an, dass die Reibungskraft jedes Teilchens

13
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durch

—hi(jvy Dﬁ (44)

beschrieben werden kann, wolbgjv) eine beliebige Funktion ist, die nur vom Betrag der Geschwin-
digkeit desiten Teilchens akdngt;h;(v) darf natirlich fir jedes Teilchen verschieden sein. Die hier be-
trachteten Reibungskfte sind also nur Funktionen der Geschwindigkeit einekfiens und wirken im-
mer entgegen der aktuellen Bewegungsrichtum@) > 0).

Empirisch findet man bei Gleitreibung z.By) « v und bei einer Luftreibunb(v) « V2, vorausgesetzt
die Geschwindigkeiten sind nicht zu grof3 [3]. Beachte, daskattesische Geschwindigkeit(q, g,t) =
ri I.A. eine Funktion der generalisierten Koordinatgrderen Geschwindigkeitepund der Zeit ist.

Um die Reibung nun in die ELG2 dégn Teilchen zu integrieren, berechnen wir nun die gerseale
Reibungskraft (Erinnerung; := |vj|)

N

or;
Qf = Y (FRD 45
lej 7 (45)
N h(|v,|) i @ 5 h(oil), oy
= - , Vi, — 46
Z j < Uj aql JZ:; |,UJ| ( Jﬂ> ( )
Ny hi(log) v N\ hi(lvi) 1 8
s = =—(vj, vj 47
; |UJ <Jaql> JZ:]; |UJ| 2aqi<1 J> (47)
N N
hi(lvjl) 1 8v;[? Olvjl
- ———=-) h(vi))— 48
JZ‘ vl 2 a9 JZ‘ i G “9)
N N )
oV, 0 Vi
; )7 aqi; - avh(w) (49)
Der letzte Schritt verwendet die Relation
0 (W) = h
— Vv hi(v) = hi(v , 50
= [ e =ne (50)

der aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt; die doergralgrenze ist eine Funktion der Variablen
q;. Der Schritt () verwendet die Relatidgir;/dq; = dvj/dq;, der in der obigen Nebenrechnung schon mal

bewiesen wurde.
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Deshalb knnen wir die generalisierte Reibungskraft

rR__0P
Q=7 (51)

bequem aus der geschwindigkeitsabgigen Dissipationsfunktion

N Vi
P::;fo dv h(v) (52)

ableiten, die einmalifr das gesamte System ausgerechnet wird. Die ELG2 mit Relauten dann

doL oL oP _

dtog  0q; " g 3)

Wichtig ist fur die folgenden Diskussionen, dass der Dissipationstecht aus der Lagrange-Funktion
abgeleitet werden kann, sondern als Extrakraft in die Bewgsgleichung eingéhrt wird.

Als Beispiel betrachten wir nochmal den Reiburfgsie in einem mathematischen Pendel,
R . v
F© = —-ar = —h(V)V (54)
mit h(v) = av. Folglich ist nun die Dissipationsfunktion
V
P= f dV h(V) = 212 = 2122 (55)
0 2 2
und hierdurch die generalisierte Reibungskraft des Frisdpeidsy

Q=55 =1 (56)

in Ubereinstimmung mit dem vorherigen Ergebnis.
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