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Patrick Simon 1 ZWEIKORPERPROBLEM

1 Zweikorperproblem

Wir sehen uns nun ein ideales Zwérkerproblem an. D&af nehmen wir an, dass zwei Punkteilchen der
Massenm, undm, im Abstandr mittels eines Zentralkraft-Potenzidlgr) wechselwirken und dass keine

aul3eren Kafte auf die zwei Teilchen WirkerE’i(a) = 0. Das Zweilkrpersystem ist abgeschlossen.

1.1 Aquivalentes Einkdrperproblem

Um uns das Leben za&lich einfacher zu machen, betrachten wir die Bewegunganw®rpunktsystem
(R=0):

m7ry + Nbry = 0 , My + Moy = 0. (1)

Trajektorien in jedem anderen System ergeben sich wie inaoeder Galilei-Transformation debkun-
genz(t) = (ru(t), m2(t)).

Offenbar sind die Orte; undr, wegen Gl. (1) nicht unal@ngig, dar; = —mp/myr,. Zusatzlich Fangt
die Kraft der Wechselwirkung nur vom Abstafifl = |r; — 7| ab. Es ist deshalb zweclkaflig, direkt den

Differenzvektor
m; + My my + My
lml ry = + ™ 1 (2)

als unabhngige Gol3e des Problems einZilifren;d zeigt vom Ort des Krpers 2 auf den Ort desdfpers

di=ri—-r,=-

1. Anders ausgedckt: Haben wir eine tisung fir d, dann ist automatisch

m, m
ri=+ord | rp=—oid ; Mi=memg; 3)

M ist die Gesamtmasse des Systems. Das bedeutet, die zweirBalthasind Punktspiegelungemon-
einander um den Schwerpunkt, jedoch mit der Eingckung, dass deren Kurven im Vergleich&um
den Faktom/M verkleinert werdenry < M). Insbesondere ist die Bahn eines massereicheren Teilchens
kleiner in seiner Ausdehnung als die eines masseren Teilchens. Im Grenzfall van, > m, bleibt
r1 ~ 0 praktisch beim Schwerpunkt sitzen. Dies ist z.B. der Ralldie Sonne im Sonne-Erde-System.

Die Bewegungsgleichung vahist nun

d? d? d? F F 1 1 1
2 2= (— + —) Fyp =: ;Flz , (4)

o d= —py— —py =
a2’ d T de T M, my

1



Patrick Simon 1 ZWEIKORPERPROBLEM

wobei F, = —F,; wegen des 3. Axioms. Hier haben wir eine neué eingdihrt, die

Reduzierte Masse.

_ MMy
my+my

Die reduzierte Masse wird im Grenzfall= m, fallsm < m;. Z.B. ist die reduzierte Masse des Sonne-

u %)

Erde-Systems praktisch identisch mit der Masse der Erdeli®Kraft zwischen den zwei Teilchen nur
vom Abstandd = |d| abhangt, finden wir:

Fio = V(@) = vid D - gy gy BD 1o WO A

ad ad ~ |ri-1r] od  d od

Also hat die Bewegungsgleichung d&lsstandvektord mathematisch die Form eines Edrkerproblems

mit Masseu und Ortsvektow:

®  dou(d)
F5%= "d ad -Vau(d) . (7)

Dies ist das reduzierte Zweikperproblem.

1.2 Bewegungsintegrale

Da wir ein konservatives Kraftfeld betrachten ohne exf@iZieitabl&angigkeit, muss die Gesamtenergie

diesesaquivalenten Einirperproblems eine erhaltened®e sein, d.h.
E-= g|d|2 +U(d) = konst 8)

Wir haben hier in der Notation biécksichtigt, dass das Potenzial sogar nur vom Betrag desAdbatk-
tors,d := |d|, ablangen soll. Eine weitere Erhaltungé@e ist wegen der Zentralkraft und Abgeschlos-
senheit des Systems der Drehimpuls

L = ud x d = konst (9)
Dies definiert uns eine Bahnebene, weil insbesondere dieuRighton L erhalten ist,d und d konnen
fur alle Zeiten nur in der vod. als Normale definierten Ebene liegen. Aus diesem Grundélem wir
0.B.d.A. ein Koordinatensystem, in dem der Drehimpuls kamsin Richtung des Basisvektags= L/L
zeigt, d.h.

L=Lle,. (10)
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Die Bewegungl(t) verlauft dann in der vorey unde, aufgespannten Ebene, d.h.
d(t) = dy(t)ex + dy(t)ey . (11)

Als Richtung voney, wahlen wir die Richtung des Ortae$ zum Zeitpunktty, d.h. ex = d(to)/|d(to)l
(Anfangsbedingung béi); hierdurch istey = e, x ex. Im Weiteren sparen wir uns die Zeitargumente, d.h.
wir schreiben etwal, anstatid,(t).

Auch der Betrad- = |L| des Drehimpulses hat eine geometrische Bedeutung, nicldie&ichtung
vonL.Dad x d = L/u, istL/u die Flache dF des durchd undd aufgespannten Parallelogrammes, oder:
dF = Ldt/(2u) ist die Flache des Dreiecks, das durdhund der Bewegunddt im infinitisimalen Zei-
tintervall d aufgespannt wird. D& eine Konstante ist, muss die vahin einem festen Zeitintervalt
uberstrichene Elche deshalb immer gleich sein. Das ist das 2. KeplerschetfGes Falle des Gravitati-
onspotenzial&) (d) o« 1/d!

Wir wollen nun die Bewegung in d¢e,, ey}-Ebene durch Polarkoordinatef () beschreiben, d.h.

d

dcosfey +dsinfey =de, , (12)

d = de +ddey, (13)

wie in unserer Diskussion der elliptischen BahnbewegunghiacAnitt??. Da ey in Richtung vond(to)

zeigt, mus9(ty) = 0 sein. In dieseDarstellungist

|d'|2 = (de, + dde,, de, + ddey) = d¥e;,, e;) + 2ddi(e;, e,) + d?6%(eqy, €5) = d? + 0202 (14)
und (Erinnerunge; X ey = e5)

L = pud x d = p(de,) x (de, + ddey) = pdde, x e, + ud?e; x ey = ud?de, = Le, . (15)

Der letzte Schritt sagt uns, dass

22 L2
Hiermit kdonnen wir den kinetischen Anteil der Energiénnlich schreiben als
2
Hogo Mo Moo Mo
= == = = 17
Sldl? = Sd + Sd 2d+2ﬂd2 17)

3
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und die Gesamtenergie als
2

2ud?
Dies ist ein sehr wichtiges Zwischenergebnis. Wir habenuitagiinglich zweidimensionale Problem

E= %dz + +U(d) . (18)
mit zwei freien Koordinatend, #) nun — fir einen gegebenen Bahndrehimplls- auf nur noch einen
Freiheitsgradl reduziert. Die Energi& ist nun einzig von der Variablethabrhangig.

Wir beobachten, dass wir hier einen atgichen Term erzeugt haben, der wie ein weiteres Potenzia

wirkt, und der uns deshalb ein eindimensionales Problendemteffektiven Potenzial
L2

Uer(d) := o + U(d) (19)
beschreibt. Dasfiektive Potenzial wirkt wie ein abstoRende Kraft, die in Rictg des Zentrumg = 0 mit
1/d® zunimmt. Dies ist eine direkte Konsequenz der Drehimpbkséung. Diese verhindert automatisch
bei schwach anziehenden Potenzidl&l) o« 1/d" mit n < 2, dass sich die zwei &tper beliebig nahe
kommen bnnen. Die einzige Kglichkeit, dies&entrifugalbarrierebei einem “schwachen Potenzial” zu
umgehen, ist durch einen radialen Einfall der Teilcheniaafeder zu, d.h. durck(t) = 0 oderL = 0.

Damit sind wir bei unserer Reduzierung des Zviéepgerproblems nun an dem Punkt angekommen,

den wir schon in Abschnit?? diskutiert haben. Wir &nnen die bsung der Bewegungsgleichudgf)

zwischen den Umkehrpunkteh= 0 als Integral ausdicken:

d
t—tozi\/gf ds : (20)
© JE- 5 -U(

und desweiteren, wenn diesesdagtlist, den Phasenwinkel als Integral (Drehimpulserhgltu

L L dt
o(t) = jt; at’ o(t’) = m . a2 (21)
Wie schon e#dutert, entspricht das positive Vorzeichen i’ “einer Phase, in dem sich der Abstand
verglbfsert,d > 0, und das negative Vorzeichen dem entgegengesetztebBalZweilorperproblem ist
hierdurch integrabel, d.h. durch Integraile &lle Koordinaten austdckbar.
Zur vollstandigen Bestimmung der Bahn ligigen wir noch die Anfangsbedingungdsn= d(t;) und
den Drehimpuls der Bahm, = ,udgé(to). Die Anfangsbedingungen definieren auch die Orientierdgry

4



Patrick Simon 1 ZWEIKORPERPROBLEM

Bahn- und Bahnebene, die dureh und e, zum Ausdruck kommen. Mithilfe von Gl. (3) erhalten wir
schlief3lich die Ortsvektorery undr, aus dem Abstandsvektd(t) = d(t) coso(t)ex + d(t) siné(t)ey.

1.3 Bahnintegral

Haufig interessiert uns nicht unbedingt die zeitatdige Bewegung der Teilchen entlang der Bal{t),
sondern lediglich didcorm d(6) der Bahnen (Kurve mit Kurvenparamet@: Hierfir beobachten wir
folgenden Zusammenhang (Kettenregel):

dd _dddt _d_pd,  pd ~ \/Z L2
_____5__ \[\/E_Z—dz—um) \/E— ;—ud) (22

do  dtdo L 2ud

oder

d ds L (v du
6(d, do) = f 4o = + _ = @3
«/_ 2 JE- & -U@ V2u o \/E 22 _y(1/u)

Im letzten Schritt habe wir die Variablentransformatts 1/u durchgeiihrt.

Die Umkehrpunkte sind wieder durch= 0 gegeben. Die Teilcherdknen die Umkehrpunkte nicht
uberwinden, wodurch sie entweder nur (i) zwischen zweidbbbarten) Ab&ndendi, und dmnax 0szil-
lieren oder (ii) nur genau einen Abstand beibehalten. Inh Halentspricht E genau einem Minimum
im effektiven PotenziaUg;(d) und dnin = dmax. Dies resultiert in eindreisbahn weil dannd = konst
(Ausnahme. = 0!). Im Fall (i) bewegt sicld immer zwischer,, (Perizentrum) und,ax (Apozentrum)
hin und her, wobetl,, unddm,.x benachbarte Punkte zi sind, dieE = Ueg(dmin) = Uer(dmay) erfullen.

Als Sonderfall von (i) kanml,ox — co sein: Der Abstand der zwei Teilchen kann beliebig grof3 werde

1.4 Geschlossene Bahnén

Von besonderem Interesse sind Bahnen (i), bei denen dieh@eilcachn; ganzzahligen Wiederholungen
des Radialzyklus der Bewegung vd@, hachdax die Phas®(dmax dmin) UM ein ganzzahliges Vielfaches

n, von 2r verandern. In diesem Fall sind die Bahrggschlosserweil sich nach einer Periodedie Bahn
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d(t) wiederholen muss, alsé(t + T) = d(t). Die Bedingung einer geschlossenen Bahn ist also:

l/ dmax
LSV du (24)

Ny V24 J1/dmin \/E_%_U(l/u)’

oder dass die Phasamderung(dmayx dmin) €in rationales Vielfaches,/n; von 2r sein muss.
Trivialerweise sind im Fall (i) Bahnen immer geschlossegilwich der Abstand nicht andert. Ob
es nmoglich ist, im Fall (i) geschlossene Bahnen zu erhaltémgh vom Potenzidl (d) und den Anfangs-

bedingungen ab.

1.5 Kepler-Problem

Das betihmteste Zwei@rperproblem ist vermutlich das Kepler-Problem. Hier &elfttet man zwei gravi-

tativ gebundene Punktmassen mit dem Potenzial

Gmm,  GMuy

04
ud) = - =g

(25)

Wir definieren insbesondet#(d — o) = 0 (Eichfreiheit). Wir besprechen zweiddlichkeiten, die Bah-
nen der Kepler-Problems analytisch zisén: Einen direkten Weg in diesem Abschnitt und einen sehr
eleganten Weg, der keine Integrationendtegt, im folgendem Abschnitt.

Die Bahn des Abstandek6) ist nun gegeben durch:

1/d
6(d. dy) = ¥—= du . (26)
V2u s [E 4 qu— 22

2u

Das Integral ist ein Spezialfall von

s‘l( b — 2ax ) 27)
b2 + 4ac

dx 1
| e
des speziellen Falles> 0 undb? + 4ac > 0.a = L?/2u > 0 ist gegeben, wenh > 0. Wir schlieRen im
Folgenden radial einfallende Teilchen ohne Drehimpuls aus
Wie sieht es mit der Bedingun® + 4ac = o+ 2EL2/u > 0 aus? Dies istfensichtlich eriillt, sobald
E > —a?u/(2L?). E ist aber immer gilRer als das Minimum vob yin = Ueg(umin) bei dumin = L2/ (),

6
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da die kinetische Energie #& immer positiv oder null sein muss, also

L2 a  aPu
2,Ud2 dumin_ 2'-2’

umin

E> Umin = (28)

Diese Bedingung ist also genau dann immetlésfwennE > U, was immer dann gegeben ist, wenn
wir keine exakte Kreisbahmit d = 0 betrachten. Wir wollen diesen Fall also auch ausschlieferken
aber an, dass dieser dennoch als stetischari&igg in der abschlielBendeidung enthalten ist. Er ist
also nicht wirklich problematisch.

Wir fuhren zwei neue konstante @@en ein,

L2 2L2E

p= L ei= 4|1+ —, (29)
Ha Ha
und erhalten so
2 — 1\ -
6(d) — 6(d) = 6(d) = LoV o (M) _ cos’! (M) LD, (30)
2u L € do €
oder aufgadst nach dem Abstart
d(6) P (31)

- 1+ecos@—Ad)

Die Integrationskonstant® auf der rechten Seite entspricht dem Wert der Stammtfumkigad,. Beach-
te, dass wip(dy) = 0 definiert hatten. Die Phage= +A6 entspricht dem kleinsten Abstadgi, = p/(1 + €)
(Perizentrum).

Diese Losungen lassen sich ymer Familienunterteilen:
€ = 0: Kreisbahnen mit Radius (Abstanpt)

0 < € < 1: Ellipsen mitdyin = p/(1 + €) unddmax = p/(1 - €); oder der groRen Halbachae= p/(1 - €?) und
der kleinen Halbachse= +/pa (folgt ause? = 1 — b?/a?);

€ = 1. Parabelbahnen mit der kleinsten Ammungd,.i, = p/2 aber keiner Obergrenze der Entfernung;

€ > 1. Hyperbelbahnen mit kleinstem Abstadg, = p/(1 + €) und auch keiner Obergrendgay;
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Die geschlossenen Bahnen der Kreise und EllipsédillenfE < 0, wohingegen Hyperbelbahné&n> 0;
der SpezialfallE = 0 ist gegebeniir Parabelbahnen. Beachte, dass das Argument der Wurzet in de
Definition vone wegenE > Ui, hiemals negativ werden kann.

Alle diese Losungen sindKegelschnittedie man in einem geeigneten Koordinatensystem atgib-

geny(x) der quadratischen Gleichung
V2 = 2px+ (6% — 1)x° (32)

zusammenfassen kann.

Anmerkung Eine analytische isung der zeitaldngigen Bewegung der Kepler-Problemslistigens

nicht bekannt! Mandst diesen Teil des Problems durch Bestimmunga&{®naber einfach numerisch.

1.6 3. Keplersches Gesetz

Der Falle < 1 beschreibt das 1. Keplersche Gesetz: Planeten bewedreausi&reis- oder Ellipsenbah-
nen. Diese Bahnen sind geschlossen, weil sich dip&r nach der Umlaufzelt bei gleicher Phase exakt
wieder beim gleichen Abstandsvekibbefinden. Aus der Drehimpulserhaltung folgt, dass dieké, die
vom Abstandsvektod pro Zeituberstrichen wird, eine Konstante ist. Das ist das 2. Keplexr Gesetz.

Was ist die Umlaufzei ? Hierzu ziehen wir die Impulserhaltung= ud20 = konst heran. Diese
besagt, dass der Vektdrin der Zeit d konstant die Fiche dF = L/(2u)dt Uberstreicht. Die Fche einer
Ellipse betagtF = wrab, weshalb

-1

Wir haben oben gesehen, dass L?/(ua), weshalb die Umlaufdaudr zu

M= 2o [Hoz2_ 2 22
L ea a G(my + my)

wegena = Gmymp, wird. Das ist das 3. Keplersche Gesetz. Winken dies auch schreiben als:

T_2wr L

o a3/ 2 (34)

T2 4
— = -k t. 35
as  G(m +my) ons (35)

8
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Da die Massen, der Sonne deutlich gf3er ist als die Masse aller anderedrger des Sonnensystems, ist

my, + m, ~ my, wodurchT?/ad fur alle Planeten praktisch den gleichen Wert hat.

1.7 Runge-Lenz-Vektof

Abschliel3en wollen wir die Diskussion des Kepler-Probleniseiner weiteren bé&hmten Erhaltungs-
grofRe. Wir hatten bisher die Erhaltung8BenL = ud X d (Gesamtdrehimpulsyyv; + myv, = 0
(Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem) uadGesamtenergie). Wir zeigen nun, dass sich hieraus f
das Kepler-Problem eine neue Erhaltungfgr ableitendl3t.

Die Bewegungsgleichung des Kepler-Problems ist
d+-—=0. (36)

Nehmen wir auf beiden Seiten das Vektorprodukt mit dem korish Drehimpuld., dann ergibt sich
(Erinnerungd = |d|; BACCAB-Regel)

0 = c'l'><L+l%d><L (37)
d . a . ,
= Gdx L)+ 5 ((d.dyd - dd) (38)
= %(de)+a(%d—éd) (39)
d/- d
_ a(leL_aa). (40)

Im dritten Schritt haben wid = (d, d)/d verwendetd = |d|. Wir folgern also hier, dass der Vektor

A::de—acai (41)

entlang der Bahu(t) eine Erhaltungs@ifie sein muss. Wir nennet denRunge-Lenz-Vektarder auch
Laplace-Runge-Lenz-Vektor.
Der Runge-Lenz-Vektor liegt in der Bahnebene, wdil L) = 0. Und A ist eine Erhaltungs@fie des

Kepler-Problems, deshalb muss hier auch insbesondere Rahtung konstant sein. Widknen diese
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Richtung als eine Orientierung der Bainrder Bahnebene verstehen, die las Kepler-Problem gegeben

ist. In welche Richtung zeigt nuA? Dies sehen wir durch (Erinnerun@t, b x c) = {c, a X b))

. : 1 L2
(A,d) =|Aldcosgp = (d,d x L) — %(d,d) =(L,dxd)-ad= ;(L,L) —ad= ; —ad. (42)
Losen wir dies nach dem Abstadduf, erhalten wir

L 1 _ PP
1Al - 14| B '
pal+Flcosp 1+ llcosp 1+ecosp

d(¢) = (43)

Dies ist aber wieder der Kegelschnitt, Gl. (31), aus dem engen Abschnitt, wenn wie := |Al/(ua)
setzen. Der Vergleich mit diesebkung zeigt uns, dass die Orientierung vbibei¢ = 0 in Richtung des
Perizentrums zeigt, und dass der Betrdg= eua direkt mit der Elliptizitat der Bahn zusammeahgt.

Wir erhalten also mittelsA die Losung der Bahngleichungif das Kepler-Problem, ohne dass wir
diesmal irgend welche Integrale berechnen muf3ten! Dieodsimert die Macht von Erhaltung<ien
in der theoretischen Physik. Mehr Details kann matauthor?) [2] finden, wo die losung des Kepler-

Problems koordinatenfrei hergeleitet wird.

1.8 Das gedirte Zweikorperproblem*

Die Kepler-Bahnen gehen von sehr idealisierten Bedingungenramlich davon, dass wir nur die iso-

lierte Wechselwirkung genau zweier Teilchen betrachtéissan. Sehen wir uns z.B. das Sonnensystem

an, wird aber klar, dass hier mehr Wechselwirkungen einesRplielen, die einen Einflu3 auf die Bahn

eines Planeten haben sollten; etwa die Anziehung der gré@seplaneten. Dennoch ist die Schwerkraft

in Richtung der Sonne die dominierende Anziehungskrafti@ié-orm der Planetenbahn mal3geblich be-

stimmt. Die Losung des Zweikrperproblems ist deshalb vermutlich in 1aierung immer noch richtig.
Die exakteanalytischelLdsung dieses Vietirperproblems im Sonnensystem ist aber nicbhglch,

weil schon das Dreirperproblem nicht mehr allgemein integrabel ist, wie vanH Poincare (L854-

11912) bewiesen wurde. Aus diesem Grund hat marstheungsrechnungntwickelt, die versucht, klei-

ne Abweichungen von einem idealen Problem zu approximiék@nwollen die Logik dieser Methode

anhand eines relativ einfachen Problems demonstrieren.

10
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Wir betrachten die Kraf¥U(r) eines Zweikrper-Zentralkraftproblems ohréei3ere Kafte;r ist der
Abstand vom Schwerpunkt. Die Masse des einémgers (Sonne) sei viel gBer als die Massm des
anderen Krpers (Planet), d.lu ~ m. In diesem Fall erhalten wir als Bewegungsgleichung desakiulst

r (Ableitung der Gesamtenergie; Kettenregel):

d/m, .. d L2 L2 au(n),
a(?)-”‘”-‘a(E‘Zmrz‘U(”)-W“ ar (44)
oder
L2 8U(r)
= — - . 4
mr3 or (45)

Im Fall des Kepler-Problems i&t(r) = —a/r. Wir nehmen an, dass wir einéksungr (t) fur diesen Fall
kennen (ideales Problem).

Wir stellen uns nun vor, dass das ui@pgliche Potenzial(r) ein wenig durch ein z@dzliches Po-
tenzialoU(r) gestrt wird. Es solllsU(r)| < |U(r)| gelten: das Sirpotenzial ist sehr klein. Z.B. kann man
der Sbrung einer Planetenbahn durch die Schwerkraft andereeta in der gleichen Bahnebene ein
RingpotenzialbU;(r) o« 4GMa?/r® zuordnen, wenn sich diese b&i < r befinden; oder ein Potenzial
sUi(r) o« GMir3/(4a?) fura > r; M; ist die Planetenmasse uadder Abstand des &tenden Planeten von
der Sonne [1]. Wir erhalten wegeéhl eine neue Bewegungsgleichung (rechts)

L2 _au(r)  asu(r)
mr3 or or

Wir vermuten, dass diese@ting zumindestifr einen kleinen Zeitraum nur einen geringeftelkt|or| < r

mi =

(46)

auf den Abstand haben wird. Wir machen deshalb den folgeSttenngsansaiiiir die neue Bewegungs-

gleichung
r(t) = ro(t) +or(t) , 47
wobeirq(t) die Losung fir den Abstand des idealen Problems darstellt, d.h. diessing erdllt:
. L2 ou (ro)
My = — — . 48
° mr3 arg (48)

Welche Bewegungsgleichung gilt nuiarforg(t)? Wir setzen den Ansatz (47) in die Bewegungsglei-

chung (46) ein:
L2 ouU(r) _3sU(r)

Mmi‘g + Mor = - :
m(ro + 6r)3 or r=ro+or or r=ro+or

(49)

11
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Weil ér klein sein soll, machen wir eine Taylor-Entwicklung der merauf der rechten Seite urg bis

zur ersten Ordnung isr (lineare Sbrung), d.h.

L2 L2 3L?

= St +0(6r?) ; 50
m(ro + or)3 mrd  mr; +oer) (0)
ou(r) dU(ro) ~ 0°U(ro) 2
= + or + 0(or?) ; ol
or r=ro+or arO fé ( ) ( )
AoU(r) AU (ro)  8%6U(ro) 2
I + rg 5t +0(6r?) . (52)

Setzen wir diese Terme in Gl. (46) ein und benutzen die Relddb (48), dann finden wir die Bewe-

gungsgleichung der linearendsting

mér + (GZU(ro) + 0?5V (ro) N 3L2)6r _ _(9(5U(ro) . (53)

arg arg mrg dro
Um diese Diterentialgleichung zusen, niissten wir nuniir gegebene Anfangsbedingungen erst die

ideale Losungry(t) bestimmen. Dann arden wir diese i.A. zeitaldimgige losung in die obigen Dieren-

tialgleichung zweiter Ordnung einsetzen, um diérGnhgar (t) zu berechnen. it die Anfangsbedingung

der Sbrung nehmen wir an, dass
1. diese bet, verschwindetgr (tg) = O;

2. und dass diese erst durch dagrpotenzialsU beit, hervorgerufen wird, d.hir(to) = 0. Dies hat

zur Konsequenz, dass(t) = O fur allet, falls wir mit SU = konst keine Sbrung haben sollten!

Die Losung des Srungsproblems kann je nach Aufgabenstellung ansprutits®m. Wir kommen dann
nur mit numerischen Methoden weiter. Diédung ist dann aber auch niir Zeitaume sinnvoll, die klein
genug sind, damit ta&hlich|or| < r bleibt. Ist dies nicht mehr gegeben, bricht die linead&hdrung
zusammen, und wir i@ssen bhere Ordnungen iar miteinbeziehen oder einerbNig neuen Ansatz
suchen.

Als Anwendung betrachten wir nun den Fallt) ~ konst, wie wir das bei einer aréherenden Kreis-
bahn erwarten iwrden. Hieriir ist es zweckralig, die obigen Dierentialgleichung nochmal umzuschrei-

ben, indem wir den Drehimpulsterm nhit des éfektiven Potenzials durch die Bewegungsgleichung (48)
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ersetzen,
2 2 .e
. (6 U(er) N 0 6U2(r0) . 3mi’ . Ec?U(ro))(Sr _ _95U(ro) . (54)
ar? ard fo  To dro aro
Darg ~ konst, ist 3miy/ro ~ 0 und deshalb
. U U 25U 30U
mor + Cor = _96U(ro) ; Ci= 9U(ro) + 970U(ro) + 39V(r0) ; (55)
orog arg 0rg ro dro
C ist eine Konstante weily = konst. Nun ist es sinnvoll, die &tung etwas umzudefinieren,
~  105U(ro)
_ = 56
or =or + C o, (56)

um den konstanten Term auf der rechten Seite der inhomodgifiEementialgleichung zu beseitigen. Wir
erhalten nun mit

®?or  C .
TZr + ﬁdr = 0 (57)

eine wohlbekannte homogenefl@rentialgleichungifr or (t).

Fur C < 0 wachst die bsung exponenziell an, ein sanfter Hinweis, dass die len&&rung nur fir
sehr kurze Zeit eine sinnvolle Beschreibung sein kann.

BeiC = O ist 6xr(t) = 0 und wegen der Anfangsbedingung#i(t) = O fur alle Zeiten. Es gibt also
keine Sbrung in diesem Falle.

Der FallC > 0 ist sinnvoller, weil wir daifir die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators
erhalten; einer ®rung wirkt einerickstellende Krafentgegen; unser System hat eine gewisse Stabilit

Die allgemeine bsung dieses Falles ist
Sr(t) = Acos [t — to]) + Bsin [t — to]) (58)

mit w? := C/mund zwei KonstanteA und B. Die Konstanten ergeben sich aus den oben beschriebenen
Anfangsbedingungest (to) = 6t (to) = 0 odersr (to) = —& L2 undét (t;) = 0. Die Rickstellung erzeugt
eine oszillierende Variation des idealen Problems der Art

1 doU(r
or(t) = C drE, K

(1- cos @[t - to]) ) (59)
mit der Kreisfrequena.

13
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Die oszillierende Strung hat demnach eine Periodendauer Vpe: 2r/w. Ist auf der anderen Seite
die Periodendauer des idealen Orf@itsdann werden wir bei einer idealen geschlossenen Bahn nar dan
zum Anfangsortr(tp) zurickkehren Bnnen, wenm; T = n,T,/2 undny, n, natirliche Zahlen sind. Nur

in diesem Fall kann das Teilchen naghPerioden mit Phase 27 wieder zu
r(to + an) = ro(to + an) + (Sr(to + nsz/Z) = ro(to) +0= ro(to) (60)

zurickkehren. Folglich muss das Periodenalens T,/T = 2n,/n, einer rationalen Zahl entsprechen.

Ist dies nicht der Fall, dann wird die gésie Bahn nicht mehr geschlossen sein, was man z.B. beim
Planeten Merkur sehr deutlich als Periheldrehung beobadt@nn (der Runge-Lenz-Vektandert lang-
sam seine Richtung). Diese Drehung wird dadurch verursdabs das Newtonsche Gravitationsgesetz in
geringer Entfernung zur Sonne ungenau wird undsitdifr) = —e/r® geringfigig korrigiert werden muss.
Diese Korrektur folgt aus der Allgemeinen Relattgtheorie von Albert EinsteiriX879+1955). Man
findet aber auch Periheldrehungen der Bahnen anderer Ridamet@onnensystem — insbesondere Mars
und Saturn (um die 20 Bogensekunden pro Jahr) —, die durclklkeisgische gravitative Wechselwirkung

der Planeten untereinander hervorgerufen wird (durch dagd®ienzial).

Anmerkung Fur ein allgemeines 8tpotenziabU(r) = —gr" erkélt man

C-= r% —n(n-1)8r1-2 (61)
0

so dass als Bedingung der Stafaiit
C>0e a-nn-1)p8ry"* >0 (62)

verlangt werden muss.
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Quelle:Wikipedia (Absidendrehung)
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