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Patrick Simon 1 ZWEIKÖRPERPROBLEM

1 Zweikörperproblem

Wir sehen uns nun ein ideales Zweikörperproblem an. Dafür nehmen wir an, dass zwei Punkteilchen der

Massenm1 undm2 im Abstandr mittels eines Zentralkraft-PotenzialsU(r) wechselwirken und dass keine

äußeren Kr̈afte auf die zwei Teilchen wirken,F (a)
i = 0. Das Zweik̈orpersystem ist abgeschlossen.

1.1 Äquivalentes Einkörperproblem

Um uns das Leben zusätzlich einfacher zu machen, betrachten wir die Bewegung im Schwerpunktsystem

(R ≡ O):

m1r1 +m2r2 = 0 ; m1v1 +m2v2 = 0 . (1)

Trajektorien in jedem anderen System ergeben sich wie immeraus der Galilei-Transformation der Lösun-

genz(t) = (r1(t), r2(t)).

Offenbar sind die Orter1 undr2 wegen Gl. (1) nicht unabhängig, dar1 = −m2/m1r2. Zus̈atzlich ḧangt

die Kraft der Wechselwirkung nur vom Abstand|d| = |r1 − r2| ab. Es ist deshalb zweckmäßig, direkt den

Differenzvektor

d := r1 − r2 = −
m1 +m2

m1
r2 = +

m1 +m2

m2
r1 (2)

als unabḧangige Gr̈oße des Problems einzuführen;d zeigt vom Ort des K̈orpers 2 auf den Ort des Körpers

1. Anders ausgedrückt: Haben wir eine L̈osung f̈ur d, dann ist automatisch

r1 = +
m2

M
d ; r2 = −

m1

M
d ; M := m1 +m2 ; (3)

M ist die Gesamtmasse des Systems. Das bedeutet, die zwei Bahnen ri(t) sind Punktspiegelungenvon-

einander um den Schwerpunkt, jedoch mit der Einschränkung, dass deren Kurven im Vergleich zud um

den Faktormi/M verkleinert werden (mi ≤ M). Insbesondere ist die Bahn eines massereicheren Teilchens

kleiner in seiner Ausdehnung als die eines masseärmeren Teilchens. Im Grenzfall vonm1 ≫ m2 bleibt

r1 ≈ 0 praktisch beim Schwerpunkt sitzen. Dies ist z.B. der Fall für die Sonne im Sonne-Erde-System.

Die Bewegungsgleichung vond ist nun

d2

dt2
d =

d2

dt2
r1 −

d2

dt2
r2 =

F12

m1
− F21

m2
=

(

1
m1
+

1
m2

)

F12 =:
1
µ
F12 , (4)
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Patrick Simon 1 ZWEIKÖRPERPROBLEM

wobeiF12 = −F21 wegen des 3. Axioms. Hier haben wir eine neue Größe eingef̈uhrt, die

Reduzierte Masse.

µ =
m1m2

m1 +m2
. (5)

Die reduzierte Masse wird im Grenzfallµ = mi, falls mi ≪ mj. Z.B. ist die reduzierte Masse des Sonne-

Erde-Systems praktisch identisch mit der Masse der Erde. Dadie Kraft zwischen den zwei Teilchen nur

vom Abstandd = |d| abḧangt, finden wir:

F12 = −∇1U(d) = −∇1d
∂U(d)
∂d

= −∇1|r1 − r2|
∂U(d)
∂d

= − r1 − r2

|r1 − r2|
∂U(d)
∂d

= −d
d
∂U(d)
∂d

. (6)

Also hat die Bewegungsgleichung desAbstandvektorsd mathematisch die Form eines Einkörperproblems

mit Masseµ und Ortsvektord:

µ
d2

dt2
d = −d

d
∂U(d)
∂d

= −∇dU(d) . (7)

Dies ist das reduzierte Zweikörperproblem.

1.2 Bewegungsintegrale

Da wir ein konservatives Kraftfeld betrachten ohne explizite Zeitabḧangigkeit, muss die Gesamtenergie

dieses̈aquivalenten Eink̈orperproblems eine erhaltene Größe sein, d.h.

E =
µ

2
|ḋ|2 + U(d) = konst. (8)

Wir haben hier in der Notation berücksichtigt, dass das Potenzial sogar nur vom Betrag des Abstandvek-

tors,d := |d|, abḧangen soll. Eine weitere Erhaltungsgröße ist wegen der Zentralkraft und Abgeschlos-

senheit des Systems der Drehimpuls

L = µd × ḋ = konst. (9)

Dies definiert uns eine Bahnebene, weil insbesondere die Richtung vonL erhalten ist;d und ḋ können

für alle Zeiten nur in der vonL als Normale definierten Ebene liegen. Aus diesem Grunde, wählen wir

o.B.d.A. ein Koordinatensystem, in dem der Drehimpuls konstant in Richtung des Basisvektorsez = L/L

zeigt, d.h.

L = Lez . (10)

2



Patrick Simon 1 ZWEIKÖRPERPROBLEM

Die Bewegungd(t) verläuft dann in der vonex undey aufgespannten Ebene, d.h.

d(t) = dx(t)ex + dy(t)ey . (11)

Als Richtung vonex wählen wir die Richtung des Ortesd zum Zeitpunktt0, d.h. ex = d(t0)/|d(t0)|

(Anfangsbedingung beit0); hierdurch istey = ez×ex. Im Weiteren sparen wir uns die Zeitargumente, d.h.

wir schreiben etwadx anstattdx(t).

Auch der BetragL = |L| des Drehimpulses hat eine geometrische Bedeutung, nicht nurdie Richtung

vonL. Dad × ḋ = L/µ, ist L/µ die Fl̈ache dF des durchd undḋ aufgespannten Parallelogramms, oder:

dF = Ldt/(2µ) ist die Fl̈ache des Dreiecks, das durchd und der Bewegunġd dt im infinitisimalen Zei-

tintervall dt aufgespannt wird. DaL eine Konstante ist, muss die vond in einem festen Zeitintervall∆t

überstrichene Fläche deshalb immer gleich sein. Das ist das 2. Keplersche Gesetz im Falle des Gravitati-

onspotenzialsU(d) ∝ 1/d!

Wir wollen nun die Bewegung in der{ex, ey}-Ebene durch Polarkoordinaten (θ,d) beschreiben, d.h.

d = dcosθ ex + d sinθ ey = der , (12)

ḋ = ḋer + dθ̇ eθ , (13)

wie in unserer Diskussion der elliptischen Bahnbewegung in Abschnitt??. Daex in Richtung vond(t0)

zeigt, mussθ(t0) = 0 sein. In dieserDarstellungist

|ḋ|2 = 〈ḋer + dθ̇eθ, ḋer + dθ̇eθ〉 = ḋ2〈er , er〉 + 2ḋdθ̇〈er , eθ〉 + d2θ̇2〈eθ, eθ〉 = ḋ2
+ d2θ̇2 (14)

und (Erinnerung:er × eθ = ez)

L = µd × ḋ = µ(der) × (ḋer + dθ̇eθ) = µdḋer × er + µd
2θ̇er × eθ = µd2θ̇ ez = Lez . (15)

Der letzte Schritt sagt uns, dass

d2θ̇2 =
L2

µ2d2
. (16)

Hiermit können wir den kinetischen Anteil der Energie nämlich schreiben als

µ

2
|ḋ|2 = µ

2
ḋ2
+
µ

2
d2θ̇2 =

µ

2
ḋ2
+

L2

2µd2
(17)
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und die Gesamtenergie als

E =
µ

2
ḋ2
+

L2

2µd2
+ U(d) . (18)

Dies ist ein sehr wichtiges Zwischenergebnis. Wir haben dasurspr̈unglich zweidimensionale Problem

mit zwei freien Koordinaten (d, θ) nun – f̈ur einen gegebenen BahndrehimpulsL – auf nur noch einen

Freiheitsgradd reduziert. Die EnergieE ist nun einzig von der Variablend abḧangig.

Wir beobachten, dass wir hier einen zusätzlichen Term erzeugt haben, der wie ein weiteres Potenzial

wirkt, und der uns deshalb ein eindimensionales Problem mitdemeffektiven Potenzial

Ueff(d) :=
L2

2µd2
+ U(d) (19)

beschreibt. Das effektive Potenzial wirkt wie ein abstoßende Kraft, die in Richtung des Zentrumsd = 0 mit

1/d3 zunimmt. Dies ist eine direkte Konsequenz der Drehimpulserhaltung. Diese verhindert automatisch

bei schwach anziehenden PotenzialenU(d) ∝ 1/dn mit n < 2, dass sich die zwei K̈orper beliebig nahe

kommen k̈onnen. Die einzige M̈oglichkeit, dieseZentrifugalbarrierebei einem “schwachen Potenzial” zu

umgehen, ist durch einen radialen Einfall der Teilchen aufeinander zu, d.h. durcḣθ(t) = 0 oderL = 0.

Damit sind wir bei unserer Reduzierung des Zweikörperproblems nun an dem Punkt angekommen,

den wir schon in Abschnitt?? diskutiert haben. Wir k̈onnen die L̈osung der Bewegungsgleichungd(t)

zwischen den Umkehrpunkteṅd = 0 als Integral ausdrücken:

t − t0 = ±
√

µ

2

∫ d

d0

ds
√

E − L2

2µs2 − U(s)
, (20)

und desweiteren, wenn dieses gelöst ist, den Phasenwinkel als Integral (Drehimpulserhaltung)

θ(t) =
∫ t

t0

dt′ θ̇(t′) =
L
µ

∫ t

t0

dt′

d(t′)2
. (21)

Wie schon erl̈autert, entspricht das positive Vorzeichen in “±” einer Phase, in dem sich der Abstand

vergr̈oßert,ḋ > 0, und das negative Vorzeichen dem entgegengesetzten Fall.Das Zweik̈orperproblem ist

hierdurch integrabel, d.h. durch Integrale für alle Koordinaten ausdrückbar.

Zur vollsẗandigen Bestimmung der Bahn benötigen wir noch die Anfangsbedingungend0 = d(t0) und

den Drehimpuls der Bahn,L = µd2
0θ̇(t0). Die Anfangsbedingungen definieren auch die Orientierungder
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Bahn- und Bahnebene, die durchex und ey zum Ausdruck kommen. Mithilfe von Gl. (3) erhalten wir

schließlich die Ortsvektorenr1 undr2 aus dem Abstandsvektord(t) = d(t) cosθ(t)ex + d(t) sinθ(t)ey.

1.3 Bahnintegral

Häufig interessiert uns nicht unbedingt die zeitabhängige Bewegung der Teilchen entlang der Bahn,d(t),

sondern lediglich dieForm d(θ) der Bahnen (Kurve mit Kurvenparameterθ). Hierfür beobachten wir

folgenden Zusammenhang (Kettenregel):

dd
dθ
=

dd
dt

dt
dθ
=

ḋ

θ̇
=
µd2

L
ḋ = ±µd

2

L

√

2
µ

√

E − L2

2µd2
− U(d) = ±

√

2µd2

L

√

E − L2

2µd2
− U(d) (22)

oder

θ(d,d0) =
∫ θ

0
dθ′ = ± L

√

2µ

∫ d

d0

ds

s2
√

E − L2

2µs2 − U(s)
= ∓ L

√

2µ

∫ 1/d

1/d0

du
√

E − L2u2

2µ − U(1/u)
. (23)

Im letzten Schritt habe wir die Variablentransformationd = 1/u durchgef̈uhrt.

Die Umkehrpunkte sind wieder durcḣd = 0 gegeben. Die Teilchen können die Umkehrpunkte nicht

überwinden, wodurch sie entweder nur (i) zwischen zwei (benachbarten) Abständendmin unddmax oszil-

lieren oder (ii) nur genau einen Abstand beibehalten. Im Fall (ii) entspricht E genau einem Minimum

im effektiven PotenzialUeff(d) unddmin = dmax. Dies resultiert in eineKreisbahn, weil dannd = konst.

(AusnahmeL = 0!). Im Fall (i) bewegt sichd immer zwischendmin (Perizentrum) unddmax (Apozentrum)

hin und her, wobeidmin unddmax benachbarte Punkte zud0 sind, dieE = Ueff(dmin) = Ueff(dmax) erfüllen.

Als Sonderfall von (i) kanndmax→ ∞ sein: Der Abstand der zwei Teilchen kann beliebig groß werden.

1.4 Geschlossene Bahnen∗

Von besonderem Interesse sind Bahnen (i), bei denen die Teilchen nachn1 ganzzahligen Wiederholungen

des Radialzyklus der Bewegung vondmin nachdmax die Phaseθ(dmax,dmin) um ein ganzzahliges Vielfaches

n2 von 2π ver̈andern. In diesem Fall sind die Bahnengeschlossen, weil sich nach einer PeriodeT die Bahn
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d(t) wiederholen muss, alsod(t + T) = d(t). Die Bedingung einer geschlossenen Bahn ist also:

n2

n1
2π =

L
√

2µ

∫ 1/dmax

1/dmin

du
√

E − L2u2

2µ − U(1/u)
, (24)

oder dass die Phasenänderungθ(dmax,dmin) ein rationales Vielfachesn2/n1 von 2π sein muss.

Trivialerweise sind im Fall (ii) Bahnen immer geschlossen, weil sich der Abstandd nicht ändert. Ob

es m̈oglich ist, im Fall (i) geschlossene Bahnen zu erhalten, hängt vom PotenzialU(d) und den Anfangs-

bedingungen ab.

1.5 Kepler-Problem

Das ber̈uhmteste Zweik̈orperproblem ist vermutlich das Kepler-Problem. Hier betrachtet man zwei gravi-

tativ gebundene Punktmassen mit dem Potenzial

U(d) = −Gm1m2

d
= −GMµ

d
:= −α

d
. (25)

Wir definieren insbesondereU(d→ ∞) = 0 (Eichfreiheit). Wir besprechen zwei M̈oglichkeiten, die Bah-

nen der Kepler-Problems analytisch zu lösen: Einen direkten Weg in diesem Abschnitt und einen sehr

eleganten Weg, der keine Integrationen benötigt, im folgendem Abschnitt.

Die Bahn des Abstandesd(θ) ist nun gegeben durch:

θ(d,d0) = ∓
L

√

2µ

∫ 1/d

1/d0

du
√

E + αu− L2u2

2µ

. (26)

Das Integral ist ein Spezialfall von

∫

dx
√

c+ bx− ax2
=

1
√

a
cos−1

(

b− 2ax
√

b2 + 4ac

)

(27)

des speziellen Fallesa > 0 undb2
+ 4ac > 0. a = L2/2µ > 0 ist gegeben, wennL > 0. Wir schließen im

Folgenden radial einfallende Teilchen ohne Drehimpuls aus.

Wie sieht es mit der Bedingungb2
+4ac= α2

+2EL2/µ > 0 aus? Dies ist offensichtlich erf̈ullt, sobald

E > −α2µ/(2L2). E ist aber immer gr̈oßer als das Minimum vonUmin = Ueff(dumin) bei dumin = L2/(αµ),

6
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da die kinetische Energie inE immer positiv oder null sein muss, also

E ≥ Umin =
L2

2µd2
umin

− α

dumin
= −α

2µ

2L2
. (28)

Diese Bedingung ist also genau dann immer erfüllt, wennE > Umin, was immer dann gegeben ist, wenn

wir keine exakte Kreisbahnmit ḋ = 0 betrachten. Wir wollen diesen Fall also auch ausschließen, merken

aber an, dass dieser dennoch als stetische Ergänzung in der abschließenden Lösung enthalten ist. Er ist

also nicht wirklich problematisch.

Wir f ühren zwei neue konstante Größen ein,

p :=
L2

µα
; ǫ :=

√

1+
2L2E
µα2

, (29)

und erhalten so

θ(d) − θ(d0) = θ(d) =
L

√

2µ

√

2µ

L
cos−1

(

p/d − 1
ǫ

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

d

d0

= cos−1

(

p/d − 1
ǫ

)

+ ∆θ , (30)

oder aufgel̈ost nach dem Abstandd:

d(θ) =
p

1+ ǫ cos (θ − ∆θ) . (31)

Die Integrationskonstante∆θ auf der rechten Seite entspricht dem Wert der Stammtfunktion beid0. Beach-

te, dass wirθ(d0) ≡ 0 definiert hatten. Die Phaseθ = +∆θ entspricht dem kleinsten Abstanddmin = p/(1+ ǫ)

(Perizentrum).

Diese L̈osungen lassen sich invier Familienunterteilen:

ǫ = 0: Kreisbahnen mit Radius (Abstand)p;

0 < ǫ < 1: Ellipsen mitdmin = p/(1+ ǫ) unddmax = p/(1− ǫ); oder der großen Halbachsea = p/(1− ǫ2) und

der kleinen Halbachseb =
√

pa (folgt ausǫ2 = 1− b2/a2);

ǫ = 1: Parabelbahnen mit der kleinsten Annährungdmin = p/2 aber keiner Obergrenze der Entfernung;

ǫ > 1: Hyperbelbahnen mit kleinstem Abstanddmin = p/(1+ ǫ) und auch keiner Obergrenzedmax;

7
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Die geschlossenen Bahnen der Kreise und Ellipsen erfüllen E < 0, wohingegen HyperbelbahnenE > 0;

der SpezialfallE = 0 ist gegeben f̈ur Parabelbahnen. Beachte, dass das Argument der Wurzel in der

Definition vonǫ wegenE ≥ Umin niemals negativ werden kann.

Alle diese L̈osungen sindKegelschnitte, die man in einem geeigneten Koordinatensystem als Lösun-

geny(x) der quadratischen Gleichung

y2
= 2px+ (ǫ2 − 1)x2 (32)

zusammenfassen kann.

Anmerkung Eine analytische L̈osung der zeitabḧangigen Bewegung der Kepler-Problems istübrigens

nicht bekannt! Man l̈ost diesen Teil des Problems durch Bestimmung vonθ(t) aber einfach numerisch.

1.6 3. Keplersches Gesetz

Der Fallǫ < 1 beschreibt das 1. Keplersche Gesetz: Planeten bewegen sich auf Kreis- oder Ellipsenbah-

nen. Diese Bahnen sind geschlossen, weil sich die Körper nach der UmlaufzeitT bei gleicher Phase exakt

wieder beim gleichen Abstandsvektord befinden. Aus der Drehimpulserhaltung folgt, dass die Fläche, die

vom Abstandsvektord pro Zeitüberstrichen wird, eine Konstante ist. Das ist das 2. Keplersche Gesetz.

Was ist die UmlaufzeitT? Hierzu ziehen wir die ImpulserhaltungL = µd2θ̇ = konst. heran. Diese

besagt, dass der Vektord in der Zeit dt konstant die Fl̈ache dF = L/(2µ)dt überstreicht. Die Fläche einer

Ellipse betr̈agtF = πab, weshalb

T = F

(

dF
dt

)−1

=
2µπab

L
=

2µπ
L

a
√

ap=
2µπ
L
√

pa3/2 . (33)

Wir haben oben gesehen, dassp = L2/(µα), weshalb die UmlaufdauerT zu

T =
2µπ
L

L
√
µα

a3/2
= 2π

√

µ

α
a3/2
=

2π
√

G(m1 +m2)
a3/2 ∝ a3/2 (34)

wegenα = Gm1m2 wird. Das ist das 3. Keplersche Gesetz. Wir können dies auch schreiben als:

T2

a3
=

4π
G(m1 +m2)

= konst. (35)
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Da die Massem1 der Sonne deutlich größer ist als die Masse aller anderen Körper des Sonnensystems, ist

m1 +m2 ≈ m1, wodurchT2/a3 für alle Planeten praktisch den gleichen Wert hat.

1.7 Runge-Lenz-Vektor∗

Abschließen wollen wir die Diskussion des Kepler-Problemsmit einer weiteren berühmten Erhaltungs-

größe. Wir hatten bisher die ErhaltungsgrößenL = µd × ḋ (Gesamtdrehimpuls),m1v1 + m2v2 = 0

(Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem) undE (Gesamtenergie). Wir zeigen nun, dass sich hieraus für

das Kepler-Problem eine neue Erhaltungsgröße ableiten l̈aßt.

Die Bewegungsgleichung des Kepler-Problems ist

d̈ +
α

µ

d

d3
= 0 . (36)

Nehmen wir auf beiden Seiten das Vektorprodukt mit dem konstanten DrehimpulsL, dann ergibt sich

(Erinnerung:d = |d|; BACCAB-Regel)

0 = d̈ ×L + α
µd3

d ×L (37)

=
d
dt

(ḋ ×L) +
α

d3

(

〈d, ḋ〉d − d2
ḋ

)

(38)

=
d
dt

(ḋ ×L) + α

(

ḋ
d2

d − 1
d
ḋ

)

(39)

=
d
dt

(

ḋ ×L − αd
d

)

. (40)

Im dritten Schritt haben wiṙd = 〈ḋ,d〉/d verwendet;d = |d|. Wir folgern also hier, dass der Vektor

A := ḋ ×L − αd
d

(41)

entlang der Bahnd(t) eine Erhaltungsgröße sein muss. Wir nennenA denRunge-Lenz-Vektoroder auch

Laplace-Runge-Lenz-Vektor.

Der Runge-Lenz-Vektor liegt in der Bahnebene, weil〈A,L〉 = 0. UndA ist eine Erhaltungsgröße des

Kepler-Problems, deshalb muss hier auch insbesondere seine Richtung konstant sein. Wir können diese

9
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Richtung als eine Orientierung der Bahnin der Bahnebene verstehen, die für das Kepler-Problem gegeben

ist. In welche Richtung zeigt nunA? Dies sehen wir durch (Erinnerung:〈a, b × c〉 = 〈c,a × b〉)

〈A,d〉 = |A|dcosφ = 〈d, ḋ ×L〉 − α
d
〈d,d〉 = 〈L,d × ḋ〉 − αd = 1

µ
〈L,L〉 − αd = L2

µ
− αd . (42)

Lösen wir dies nach dem Abstandd auf, erhalten wir

d(φ) =
L2

µα

1

1+ |A|
µα

cosφ
=

p

1+ |A|
µα

cosφ
=

p
1+ ǫ cosφ

. (43)

Dies ist aber wieder der Kegelschnitt, Gl. (31), aus dem vorherigen Abschnitt, wenn wirǫ := |A|/(µα)

setzen. Der Vergleich mit dieser Lösung zeigt uns, dass die Orientierung vonA beiφ = 0 in Richtung des

Perizentrums zeigt, und dass der Betrag|A| = ǫµα direkt mit der Elliptiziẗat der Bahn zusammenhängt.

Wir erhalten also mittelsA die Lösung der Bahngleichung für das Kepler-Problem, ohne dass wir

diesmal irgend welche Integrale berechnen mußten! Dies demonstriert die Macht von Erhaltungsgrößen

in der theoretischen Physik. Mehr Details kann man in(author?) [2] finden, wo die L̈osung des Kepler-

Problems koordinatenfrei hergeleitet wird.

1.8 Das gesẗorte Zweikörperproblem∗

Die Kepler-Bahnen gehen von sehr idealisierten Bedingungen aus, n̈amlich davon, dass wir nur die iso-

lierte Wechselwirkung genau zweier Teilchen betrachten müssen. Sehen wir uns z.B. das Sonnensystem

an, wird aber klar, dass hier mehr Wechselwirkungen eine Rolle spielen, die einen Einfluß auf die Bahn

eines Planeten haben sollten; etwa die Anziehung der großenGasplaneten. Dennoch ist die Schwerkraft

in Richtung der Sonne die dominierende Anziehungskraft, diedie Form der Planetenbahn maßgeblich be-

stimmt. Die L̈osung des Zweik̈orperproblems ist deshalb vermutlich in 1. Näherung immer noch richtig.

Die exakteanalytischeLösung dieses Vielk̈orperproblems im Sonnensystem ist aber nicht möglich,

weil schon das Dreik̈orperproblem nicht mehr allgemein integrabel ist, wie von Henri Poincare (∗1854-

†1912) bewiesen wurde. Aus diesem Grund hat man dieStörungsrechnungentwickelt, die versucht, klei-

ne Abweichungen von einem idealen Problem zu approximieren. Wir wollen die Logik dieser Methode

anhand eines relativ einfachen Problems demonstrieren.

10
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Wir betrachten die Kraft∇U(r) eines Zweik̈orper-Zentralkraftproblems ohneäußere Kr̈afte; r ist der

Abstand vom Schwerpunkt. Die Masse des einen Körpers (Sonne) sei viel größer als die Massem des

anderen K̈orpers (Planet), d.h.µ ≈ m. In diesem Fall erhalten wir als Bewegungsgleichung des Abstands

r (Ableitung der Gesamtenergie; Kettenregel):

d
dt

(m
2

ṙ2
)

= mr̈ṙ = − d
dt

(

E − L2

2mr2
− U(r)

)

=
L2

mr3
ṙ − ∂U(r)

∂r
ṙ (44)

oder

mr̈ =
L2

mr3
− ∂U(r)
∂r

. (45)

Im Fall des Kepler-Problems istU(r) = −α/r. Wir nehmen an, dass wir eine Lösungr(t) für diesen Fall

kennen (ideales Problem).

Wir stellen uns nun vor, dass das ursprüngliche PotenzialU(r) ein wenig durch ein zusätzliches Po-

tenzialδU(r) gesẗort wird. Es soll|δU(r)| ≪ |U(r)| gelten: das Störpotenzial ist sehr klein. Z.B. kann man

der Sẗorung einer Planetenbahn durch die Schwerkraft anderer Planeten in der gleichen Bahnebene ein

RingpotenzialδUi(r) ∝ 4GMia2
i /r

3 zuordnen, wenn sich diese beiai < r befinden; oder ein Potenzial

δUi(r) ∝ GMir3/(4a2
i ) für ai > r; Mi ist die Planetenmasse undai der Abstand des störenden Planeten von

der Sonne [1]. Wir erhalten wegenδU eine neue Bewegungsgleichung (rechts)

mr̈ =
L2

mr3
− ∂U(r)
∂r
− ∂δU(r)
∂r

. (46)

Wir vermuten, dass diese Störung zumindest f̈ur einen kleinen Zeitraum nur einen geringen Effekt |δr | ≪ r

auf den Abstand haben wird. Wir machen deshalb den folgendenStörungsansatzfür die neue Bewegungs-

gleichung

r(t) = r0(t) + δr(t) , (47)

wobeir0(t) die Lösung f̈ur den Abstandr des idealen Problems darstellt, d.h. diese Lösung erf̈ullt:

mr̈0 =
L2

mr3
0

− ∂U(r0)
∂r0

. (48)

Welche Bewegungsgleichung gilt nun für δr0(t)? Wir setzen den Ansatz (47) in die Bewegungsglei-

chung (46) ein:

mr̈0 +mδ̈r =
L2

m(r0 + δr)3
− ∂U(r)
∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0+δr
− ∂δU(r)

∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0+δr
. (49)
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Weil δr klein sein soll, machen wir eine Taylor-Entwicklung der Terme auf der rechten Seite umr0 bis

zur ersten Ordnung inδr (lineare Sẗorung), d.h.

L2

m(r0 + δr)3
=

L2

mr3
0

− 3L2

mr4
0

δr + O(δr2) ; (50)

∂U(r)
∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0+δr
=
∂U(r0)
∂r0

+
∂2U(r0)

∂r2
0

δr + O(δr2) ; (51)

∂δU(r)
∂r

∣

∣

∣

∣

∣

r=r0+δr
=
∂δU(r0)
∂r0

+
∂2δU(r0)

∂r2
0

δr + O(δr2) . (52)

Setzen wir diese Terme in Gl. (46) ein und benutzen die Relation Gl. (48), dann finden wir die Bewe-

gungsgleichung der linearen Störung

mδ̈r +

(

∂2U(r0)

∂r2
0

+
∂2δU(r0)

∂r2
0

+
3L2

mr4
0

)

δr = −∂δU(r0)
∂r0

. (53)

Um diese Differentialgleichung zu lösen, m̈ussten wir nun f̈ur gegebene Anfangsbedingungen erst die

ideale L̈osungr0(t) bestimmen. Dann ẅurden wir diese i.A. zeitabḧangige L̈osung in die obigen Differen-

tialgleichung zweiter Ordnung einsetzen, um die Störungδr(t) zu berechnen. F̈ur die Anfangsbedingung

der Sẗorung nehmen wir an, dass

1. diese beit0 verschwindet,δr(t0) = 0;

2. und dass diese erst durch das StörpotenzialδU bei t0 hervorgerufen wird, d.h.̇δr(t0) = 0. Dies hat

zur Konsequenz, dassδr(t) = 0 für allet, falls wir mit δU = konst. keine Sẗorung haben sollten!

Die Lösung des Störungsproblems kann je nach Aufgabenstellung anspruchsvoll sein. Wir kommen dann

nur mit numerischen Methoden weiter. Die Lösung ist dann aber auch nur für Zeitr̈aume sinnvoll, die klein

genug sind, damit tatsächlich |δr | ≪ r bleibt. Ist dies nicht mehr gegeben, bricht die lineare Näherung

zusammen, und wir m̈ussen ḧohere Ordnungen inδr miteinbeziehen oder einen völlig neuen Ansatz

suchen.

Als Anwendung betrachten wir nun den Fallr0(t) ≈ konst., wie wir das bei einer annäherenden Kreis-

bahn erwarten ẅurden. Hierf̈ur ist es zweckm̈aßig, die obigen Differentialgleichung nochmal umzuschrei-

ben, indem wir den Drehimpulsterm mitL2 des effektiven Potenzials durch die Bewegungsgleichung (48)
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ersetzen,

mδ̈r +

(

∂2U(r0)

∂r2
0

+
∂2δU(r0)

∂r2
0

+
3mr̈0

r0
+

3
r0

∂U(r0)
∂r0

)

δr = −∂δU(r0)
∂r0

. (54)

Da r0 ≈ konst., ist 3mr̈0/r0 ≈ 0 und deshalb

mδ̈r +Cδr = −∂δU(r0)
∂r0

; C :=
∂2U(r0)

∂r2
0

+
∂2δU(r0)

∂r2
0

+
3
r0

∂U(r0)
∂r0

; (55)

C ist eine Konstante weilr0 = konst. Nun ist es sinnvoll, die Störung etwas umzudefinieren,

δr = δ̂r +
1
C
∂δU(r0)
∂r0

, (56)

um den konstanten Term auf der rechten Seite der inhomogenenDifferentialgleichung zu beseitigen. Wir

erhalten nun mit
d2δ̂r
dt2
+

C
m
δ̂r = 0 (57)

eine wohlbekannte homogene Differentialgleichung f̈ur δ̂r(t).

Für C < 0 wächst die L̈osung exponenziell an, ein sanfter Hinweis, dass die lineare Sẗorung nur f̈ur

sehr kurze Zeit eine sinnvolle Beschreibung sein kann.

Bei C = 0 ist ¨̂δr(t) = 0 und wegen der Anfangsbedingungenδr(t) = 0 für alle Zeiten. Es gibt also

keine Sẗorung in diesem Falle.

Der FallC > 0 ist sinnvoller, weil wir daf̈ur die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators

erhalten; einer Störung wirkt einerückstellende Kraftentgegen; unser System hat eine gewisse Stabilität.

Die allgemeine L̈osung dieses Falles ist

δ̂r(t) = Acos (ω[t − t0]) + Bsin (ω[t − t0]) (58)

mit ω2 := C/m und zwei KonstantenA und B. Die Konstanten ergeben sich aus den oben beschriebenen

Anfangsbedingungenδr(t0) = δ̇r(t0) = 0 oderδ̂r(t0) = − 1
C

dδU(r0)
dr0

und ˙̂δr(t0) = 0. Die R̈uckstellung erzeugt

eine oszillierende Variation des idealen Problems der Art

δr(t) =
1
C

dδU(r0)
dr0

(

1− cos (ω[t − t0])
)

(59)

mit der Kreisfrequenzω.
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Die oszillierende Sẗorung hat demnach eine Periodendauer vonTp = 2π/ω. Ist auf der anderen Seite

die Periodendauer des idealen OrbitsT, dann werden wir bei einer idealen geschlossenen Bahn nur dann

zum Anfangsortr(t0) zurückkehren k̈onnen, wennn1T = n2Tp/2 undn1,n2 naẗurliche Zahlen sind. Nur

in diesem Fall kann das Teilchen nachn1 Perioden mit Phasen12π wieder zu

r(t0 + n1T) = r0(t0 + n1T) + δr(t0 + n2Tp/2) = r0(t0) + 0 = r0(t0) (60)

zurückkehren. Folglich muss das Perioden-VerältnisTp/T = 2n1/n2 einer rationalen Zahl entsprechen.

Ist dies nicht der Fall, dann wird die gestörte Bahn nicht mehr geschlossen sein, was man z.B. beim

Planeten Merkur sehr deutlich als Periheldrehung beobachten kann (der Runge-Lenz-Vektorändert lang-

sam seine Richtung). Diese Drehung wird dadurch verursacht,dass das Newtonsche Gravitationsgesetz in

geringer Entfernung zur Sonne ungenau wird und mitδU(r) = −ǫ/r3 geringf̈ugig korrigiert werden muss.

Diese Korrektur folgt aus der Allgemeinen Relativitätstheorie von Albert Einstein (∗1879-†1955). Man

findet aber auch Periheldrehungen der Bahnen anderer Planeten im Sonnensystem – insbesondere Mars

und Saturn (um die 20 Bogensekunden pro Jahr) –, die durch eineklassische gravitative Wechselwirkung

der Planeten untereinander hervorgerufen wird (durch das Ringpotenzial).

Anmerkung Für ein allgemeines StörpotenzialδU(r) = −βrn erḧalt man

C =
α

r3
0

− n(n− 1)βrn−2
0 , (61)

so dass als Bedingung der Stabilität

C > 0⇐⇒ α − n(n− 1)βrn+1
0 > 0 (62)

verlangt werden muss.
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Schwerpunkt

O

d = r1 − r2

µ
d2

d

dt2
= −∇dU(d)

Literatur

[1] R. Fitzpatrick.An Introduction to Celestial Mechanics. September 2012.

[2] H.R. Petry and B.C. Metsch.Theoretische Mechanik. Oldenbourg, 2005.

15



Patrick Simon LITERATURUeff(d)

d

∝

1

d2

Egeb

dmin dmax

Emin

d = konst.

Efrei

Ueff(d) =
L2

2µd2
+ U(d)

Ueff(d) ≤ E

y
2 = 2px + (ǫ2 − 1)x2

x

y

p
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Quelle: Wikipedia (Absidendrehung)
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