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1 Vielteilchensysteme

Wir mdchten nun die vorangegangenégherlegungen hinsichtlich der Bewegungsgleichung einés Te
chens auf Systeme miN Korpern erweitern. Wir stellen uns vor, dass dieseggér wiederum Punkt-
massen sind. Jederdiper folgt seiner eigenen Trajektonigt) € V2 und hat seine eigeneame Masse
m.

Wir kdnnten jetzt die Bewegungsgleichung jeddspers separat betrachten und nur noch die even-
tuell vorhandenen Wechselwirkungen zwischen démpérn beiicksichtigen. Dies Wrde eine ganze
Menge Schreibarbeit bedeuten, weshalb man das gesamentigsinal in einen neuen Raum einbet-
tet. StattN Ortsvektoren erhalten wir einen kombinierten OrtsvekstaftN Kraftvektoren erhalten wir
nur einen etc. Aus atomistischer Sicht sind alle makroda@n Objekte extreme Vielteilchensysteme:
Sie bestehen aus 10?2 Molekulen, welche jeweils wiederum wenige wechselwirkende Atamfassen.
Die folgendenUberlegungen deuten aber an, dass man diese Systeme nuglisoskals relativ einfache
Korper mit wenigen Freiheitsgraden betrachten kann!

Um dieN Korper formal in einem Vektor zusammenzufassen, definieien w
2(t) = (ra(®), 72(0), ..., (D)) (1)
als Bahnkurvez(t) € Z im Konfigurationsraum
Z=V3a...® V3 (UrsprungO) . (2)

Dieser Raum et dadurch eine Vektorraumstruktur, dass wir unter eirekiipfungaz® + bz von

2z, 2@ ¢ Z unda, b € R folgendes verstehen:
az® + bz® = (ar{ + br?, ... ar( + br?) . 3)

Wir verknupfen also nur Vektorenkomponenten, die das gleiche Taildietr&en. Desweiteren gibt es
noch ein neutrales Elemedt= (0, ...,0) und ein inverses Element = (-rq,...,—ry) fur jeden Vektor

z. Die Dimension des Konfigurationsraums ist dith N - dimE® = 3N. Beachte, dass durch diese
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Formalisierung automatisch eine komponentenweise Alrigibder Integration wie in

dz _ (d’l‘]_ d’I‘N) (4)

da do’ " de
fdaz (fdarl,...,fdozr,\,), (5)

gegeben ist. Desweiteren definieren vidr lien Konfigurationsraum ein Skalarprod@tw), : Zx Z —

R, gegeben durch
N
(20, 2@, = > (r® r@) | (6)
i=1

Hierdurch wirdZ auch zu einem metrischeffimen Raum.

Wir fassen alle Kafte F;, die auf die Korperi wirken in einer ProduktkrafFy(z) € Z zusammen:
F(2) = (Fi(2),..., Fn(2)) (7)

Die Kraft Fi(z) auf dagte Teilchen &ngti.A. von den Positionen aller anderen Teilchen ab. \&firdzh-
ten hier im Weiteren Kafte, dienur vom Ort und nicht den Geschwindigkeiten oder explizit deit Ze
abhangen.

Die Bewegungsgleichungen all&rTeilchen werden also nun elegant zusammengefasst durch

2
Gz Mo z() = F(z(1) ; mow:= (Myws, ..., Mmywy) . (8)
Das gesamte Systeme bewegt sich als eine Trajeki@iielurchZ. Dies ist immer noch eine Beren-
tialgleichung 2. Ordnung, aber nun miN3Freiheitsgraden. Folglich bétigen wir 3\ Positionen und
3N Geschwindigkeiten zum Zeitpunktalso 6N Konstanten, um ein Anfangswertproblem eindeutig zu

|0sen.

1.1 Erbhaltung der Gesamtenergie

Unter der Arbeit des gesamt&irKorper-Systems entlang der Kurgét) verstehen wir die Summe aller

Teilarbeiten der Krper, ramlich

N ty

Wieoz) = Y [ dmEO.AO) = [ AEEOD0.= [ (FEdE.. O

i=1 Yo

2
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Durch unsere geeignete Definition des Skalaproduk&wird die Arbeit entlang deN-Korper-Kurve
ein Wegintegral irZ entlang der Kurvez(t).

Die mathematische Struktur des Raumes ist vergleichbaremitféall eines einzelnendfpers. Des-
wegen greift auch hier unsere vorherige Argumentationitimiech konservativer Felder. &hgt nun die

gesamte Arbeit des Systems nicht vom Weg einer beliebigerhipessenen Kurv€ in Z ab,

‘9§:(Fz(z), dz), =0, (20)
dann gibt es ein Potenzibl(z), fur das gilt:
Fy(z) =-VU(2) ; VU(2):= (VlU (2),... ,VNU(z)) 7 W(z0, z1) = U(20) —U(zy) . (11
Hier verstehen wir unter

-'—i—ie +—e,+—e
Yorm ox  dy Y 0z °

den Gradienten béglich des Ortvektors; = Xex + Yiey + ze, desiten Korpers, und untev den Gra-

(12)

dienten im Raun¥. Ein geschlossener Weg(t) bedeutet, dass sidle Teilchen zum Ausgangspunkt
zuruckbewegen. Die wichtige Schlussfolgerung ist hier, dasgmviFalle der konservativen Felddt ein
Skalarpotenziall (z) des gesamten Systems findémken!

Wir finden noch mehr. Zugzlich ergibt sich wieder, dass sich die Arbeit entlangkiewve z(t) durch
die Differenz der gesamten kinetischen Energie des Systems an dparikiten deMN-Teilchen-Kurve

ausdiicken Bf3t:

N ty N ty 1 d
W — - — Z - 1
(1) = 3 [ AmE@.n0 =3, [ d55e0.mAo (13)
bo1d . :
= | dtZLGO.mo M), = T(t) - T() (14)
fo
Die gesamte kinetische Energie des Systems ist also
1= Lsmo,= Y D (15)
.—22, zz—i:12r,.
Also gilt nach wie vor @ir konservative Kraftfelder, dass
T(t) — T(to) = W(to, t2) = U(z(to)) — U(z(tr)) , (16)

3
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und wir erhalten eine séime Verallgemeinerung der EnergieerhaltuingN-Korper-Systeme:
T(t) + U(z(t)) = E = konst . a7)

Die Summealler kinetischen und potenziellen Energien des Systems istesit®oKonstante entlang der
Bahnz(t).

1.2 Innere undauliere Krafte

Wir unterscheiden zwischenneren KraftenF'®) und auReren KraftenF@. EineauRere KraftF'® (r,),
die auf denjten Korper wirkt, Fangt nur vom Ort dieses einzelnerbtpers,r;, ab. Eine innere Kraft
FO(z) hangt auch von den Orten aller anderen Teilchen ab, also igesleinen von der Konfiguration
z. Betrachten wir beispielsweise einen makroskopischerp& wie einen Stein, dann sind diedfte,
die zwischen den Moléken des Steines wirken, inneredie (im Wesentlichen elektrische), wohingegen
die Schwerkraft der Erde auf die Steinmadlékaul3eren Kaften zugeordnet werden.

Es zeigt sich, dass innere &fte normalerweise reine Zweiteilchenwechselwirkunged,sdie nur
vom Abstandry — r| zweier Teilcherk und| abrangen. Hierdurch kann man das Vielteilchenpotenzial

allgemein schreiben als

N N k-1 N N
. 1 .
U(z) = E Uﬁa)("“k) + E § U|9|)(|7"k -n) = E U|(<a)("°k) t5 § Uﬂ)(l?‘k -7l . (18)
1 k1 =1 1 k7

Hier bezeichnet?(r) dasauRere Potenzial, das auf TeilcHewirkt, und U{(r) ist das innere Potenzial
der Kraft zwischen den Teilchdound| mit Abstandr. Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die
inneren Potenziale nur vom Abstand abgen: Wir lbnnenr, undr, vertauschen, ohne das Potenzial zu
verandern. Das Potenzial ist demnach normalerweise nachlEiv@e- und Zweiteilchenwechselwirkun-
gen separierbar.

Als einfaches Beispiel betrachte ein System zweier TeicNea_2, die gravitativ gebunden sind, und

auf das keinéwReren Kafte wirken,
Gmm

U(z) =- )
71 — 72l

(19)
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Alle im System wirkenden Kafte sind also (Hinweis: Kettenregel):

Fyz) = -VU(2) = (Fi(2). Fo(2)) (20)
Fi(z) = -ViU(z) = Gmmp—2—*_ . (21)
[Py — 72
Fy(z) = -VoU(z)=Gmm—2— 2 (22)
[y — 7rof°

Wir finden demnactF; = — F,, was nach dem 3. Axiom notwendigerweise in einem Zweitemhsystem

ohneaul3eren Kafte erfillt sein muss!

1.3 Gesamtimpuls

Der Impuls eines Punktteilchens jgt= mv. Das 1. Axiom sagt uns, dass dieser erhalten bleibt, wenn
keine resultierenden kfte auf dieses Teilchen wirken, alp@t,) = p(t) oderp = 0O fur allet. Dies fuhrt
zu einer gleichbrmigen Bewegung, weth konstant bleibt (wenm konstant). Wir fragen uns nun, ob es
eineahnliche Relationiir Vielteilchensysteme gibt, wenn keiaef3eren Kafte auf diese wirken.
Da wir das System als Ganzes diskutieren wollen, definieienng die (erhalteneesamtmasse

N
M:=>"m. (23)

i=1

Nun betrachten wir de@esamtimpuld,

N
P::Zpi:

i=1 i

QZ.’L mr

G MR, (24)

N d N

moui = Z mr; = M
=1 i=1
und beobachten, dass wir diesem ein hypothetisches Pilctigte zuordnen &nnen, das die Masdd

besitzt und sich entlang der Orte ddassenschwerpunkts
1 N
R:= o > mr (25)
i=1

bewegt. Der Massenschwerpunkt ist das gewichtete Mitkes &rter; mit dem Gewichim /M. Offen-
sichtlich ist ein System mN = 1 Punktteilchen nur ein Sonderfall dieser Betrachtung; aemeM = my,
undR = r;.



Patrick Simon 1 VIELTEILCHENSYSTEME

Wie verandert sich die Bahn des Schwerpunktes, wenn inneréufddre Kafte wirken? Dazu sehen
wir uns die zeitlicheéAnderung des Gesamtimpulses an:

dP _ e N @, N po
= = = > mdi = 2; 2+ > FY|. (26)

k=1 k=1 I=11#k

Hier sind F? die auRere Kraft auf dakte Teilchen undF})) die innere Kraft die von Teilchehauf
Teilchenk ausgéibt wird. Wir wissen nun aber aufgrund des 3. Axioms, dB§5 = —F( sein muss.

Deshalb niissen sich alle Summanden in

N

> F)=0 (27)
I=1,1#k
immer gegenseitig aufheben. Also ist
dP <
=Y F? = F@ 28
o ; (28)

die Anderung des Gesamtimpulses die Suniitf@ aller auReren Kafte — egal, wie komplex die viefti-
gen Wechselwirkungen der Teilchen untereinander sind.

Bedenke, dass ein makroskopischérper aus- 10?2 Molekulen besteht, die alle miteinander wech-
selwirken. Sind diese inneren &te stark genug und das System stabil genug, dass sich diandle,
|rx — 7| = konst, der Molekile untereinander makroskopisch nicht merklichéawvetern, dann wird sich
das gesamte System starr entlang der Massenschwerpujékidrie bewegen. Das ist aber genau das,
was wir in unserer alitglichen Erfahrung mit festendfpern erleben! Diesstarren Korperwerden wir
spater noch genauer behandeln.

AulRerdem basiert unsere Punktteilche@ihbrung auf genau diesem Verhalten. Auch wenn etwa Pla-
neten und die Sonne nicht punittinig sind, kbnnen wir sie praktisch immer, ohne allzu grof3e Fehler
zu machen, als punkifmig idealisieren, um die Planetenbewegung zu beschreffgenso &nnen wir
das gesamte Sonnensystem als pumkifg approximieren, wenn wir dessen Bewegung um das galak-
tische Zentrum beschreiben wollen. Oder ganze GalaxieRwa&tmassen, um die Dynamik von vielen

Galaxien zu beschreiben, wenn diese sich nicht zu nahe komme



Patrick Simon 1 VIELTEILCHENSYSTEME

Wenn sich alléaul3eren Kifte zusammen aufheben oder kenferen Kifte vorhanden sindapge-
schlossenes Systgmann bewegt sich der Massenschwerpunkt also gi&@ichi§. In diesem Fall ist es
sinnvoll, zur mathematischen Beschreibung ein Beobaclsnsyzu viahlen, in dem der Massenschwer-

punkt in Ruhe ist. Wir machen also eine Galilei-Transforomatnit Av = R undAr(tp) = R(to).

Definition. In einem Schwerpunktsystem ohne aul3ere Krafte ruht derdviasswerpunkt im Ursprung,

d.h.
N N

R=)mr=0; MR =) mvj=0. (29)

i=1 i=1
Insbesondere verschwindet in diesem Inertialsystem deai@empuls (rechts). ¥ die Beschreibung
eines Systems ist das Schwerpunktsystaufily die bevorzugte Wahl, weil hier die Trajektorien eitfac

werden.

Anmerkung AufRerdem folgt, dass zwei getrennte Systeme mit separdtnid;) und (M., R») zu-

sammen den Gesamtimpu&isl + M2R2 besitzen sowie den gemeinsamen Schwerpunkt

MiR; + MoR,
R = ) 30
M1 + M, (30)

Der gemeinsame Schwerpunkt von Erdié; (~ 6 x 10°*kg; R, := 0) und Mond M, ~ 7 x 10??kg;
R, ~ 3.8 x 10° km) liegt also mitR ~ 4400 km innerhalb des Erdradius ver6370 km.

1.4 Gesamtdrehimpuls

Definition. Unter

l=rxp=mrxv (32)

verstehen wir den Drehimpuls einer Punktmasse.

Ebenso wie der Impulp = nw ist dieser erhalten, wenn keine Krdftauf das Teilchen wirkt, weil

di : : :
a:mr><v+mr><v:rmz><v+r><(mv):r><F:O. (32)
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Die Grol3en := rx F' ist dasDrehmomentdas im kaftefreien Fall densichtlich verschwindet. In diesem
Fall istl genau wiep eine Erhaltungs@fie. Im Gegensatz zum Impuylsist der Drehimpuls aber nur
empfindlich fir Krafte, die senkrecht zewirken. Demnach ist erhalten bei einem Zentralkraftproblem,
in dem die Kraft immer entlang wirkt, obwohl p nicht erhalten ist. Weiterhin idtim Gegensatz zum
Impuls explizit abkngig von der Definition des Ursprun@sdesE3, weil eine Verschiebungr den Wert
um

U'=m(r+Ar)xv=I10+Arxp (33)

andert.Ubrigens istn’ = I’ # 0, selbst wenn die Kraft parallel auist, dai.A.Ar x F # 0.

Wir sehen uns nun de@esamtdrehimpulsines Vielteilchensystems an:
N
L=) mrixv (34)
i=1

Bezeichnen wir; = v + Rundv; = v + R durch Orte und Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem,

dann finden wir nun:

N
L = ) m(+R)x (v +R) (35)

i=1
N N . N N )

= Zmr{xvﬁZmr{xR+Zmev{+ZmeR (36)
i=1 i=1 i=1 i=1
N - .

= meri’xvi’+0xR+Rx0+MRxR (37)
i=1

= '+ MRxR. (38)

Der Gesamtdrehimpuls ist die Summe aus Gesamtdrehindpula Schwerpunktsystem und dem Dre-
himpuls, den wir erhalten, wenn wir das System als PunktenassM, Ort R und GeschwindigkeiR
betrachten.

Die zeitliche Ableitung dieses Ausdrucks gibt das Gesaamahoment, das auf das System wirkt,

dL _ dr
dt  dt

i=1

N N
+RX(MR) = ) m (i x i +r/x#)+ RxF® =" r/x F+ N® . (39)
i=1
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Der rechte Term entspricht dem Drehmom@&i® = R x F®, das alleéauReren Kafte zusammen auf
den Massenschwerpunkt @leen. Der linke Term ist die Summe aller Drehmomente auf diicfien
im Schwerpunktsystem, dadurch dass aufit@aJeilchen die resultierende Kral ausgébt wird. Wir

konnen das Drehmoment im Schwerpunktsystem weiter veciafg

N N N
Z ' x F = Z h X [Fk(a) + Z Fk(l')) (40)

i=1 k=1 1=1,1#k

N L . .

- Z X B + 5 Z (ri x B + v/ x FY) (41)
k=1 k2l
N 1 N _

= Y X E 45 () x B (42)
k=1 k2l
N

@ N rxF?, (43)
k=1

wenn (*) die inneren Kafte zwischen zwei Teilchek und | parallel zum Verbindungsvektat, — 7/
sind, d.h. ¢, — /) x F) = 0. Dies ist “in allen praktischen#en” gegeben [1]. Dann sindif das

Gesamtdrehmoment also dmmeren Krafte irrelevantund wir finden:

_aL _

N=—-= DX B+ N® = NO@ 4+ N (44)

N
k=1

Mit V@ pbezeichnen wir die Summe allauReren Drehmomente im Schwerpunktsystem.
Interessanterweise giV’ = L' = N@ in jedemBeobachtersystem, bei dem der Massenschwerpunkt
im UrsprungO ruht; also auch in Nicht-Intertialsystemen (beschleweniddezugssystemen)! Eine Beweis

hierfur kann man z.B. in [2] finden.

1.5 \Virialsatz

Wir sehen uns nun zeitlich gemittelte @en eines Vielteilchensystems mit Potenklét) an, um zu
sehen, ob wir allgemeine statistische Aussagen machendn. Alle Teilchenimpulse des System fassen

wir als Vektor im Konfigurationsraurd zusammen,
pi= (MO 2) = (M., myry) . (45)

9
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Das istnicht der Gesamtdrehimpuls, sondern eine vektorielle Liste &lilezelimpulse. Die gesamte ki-

netische Energi@ des Systems ist nach Gl. (15) also
: d . d d
2T =(2,p)z = (2. P)2 = (2. D)2 = (2. D)2~ (2, Fy(2)), = G= Pt (z,VU(2)),  (46)
oder
d
a<z’p>2 = 2T - <Z, VU(Z))Z . (47)

Haben wir nun einperiodischesSystem, das nach jeder Periode exakt in seinen Ausganszustand

zuriickkehrt, dann muss gelten

(z(1), p())z = (z(t + At), p(t + Ab)), . (48)

Wir definieren als Mittelwert einer Periodd der Funktionf (t):
_ 1 [lo+At2
o = = f df(t) . (49)
At to—At/2
Der Bezugszeitpunkg ist hier unerheblich, weil ein periodisches Systémjéded nach jedem Zeitraum

At in den Ursprungszustand Ziokkehrt. Wir finden nunifr Gl. (47) als Mittelwert

At

d 1

&P = (Gt AY2)p(t+ At/2), - (x(t - AY/2). p(t - At/2)),) (50)
=0 (51)
= T - EVUR), . (52)

und damit den sogenannten

Virialsatz. . N
At 11— At 1 — I ——
T = §<z’ VU(2)), = -3 ; (ri, Fi(z)) = > ; (ri, Viu(z)) . (53)

Dieses Schmuckigtk der statistischen Physik wurde von Rudolf J.E. Clausil8221888) entdeckt;
er lebtelibrigens von 1869 bis zu seinem Tode im damals preul3ischem Bam Satz macht eine direkte
Aussageiiber den Mittelwert einer Periode der kinetischen Energig) eines Systems im Vergleich

zum Mittelwert des sogenannten Virials (rechts), das dinei der potenziellen Energie verépft ist.

10
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In dieser Form ist der Virialsatz strikiifig, setzt aber ein periodisches System voraus. Im Allgjaen
ist ein periodisches System mit vielen Teilchen sehr unsateinlich. Deshalb ist die Anwendung des
Virialsatzes in dieser Version auf einfache Systeme mitigemTeilchen beschnkt.

Was passiert, wenn wir statt des Mittelwertdser AT einen Mittelwertiiber einen grof3en Zeitraum

nehmen? Wir erhalten d&afim Grenzfall

- 1 +At
f(t) ;= lim — dt’ f(t') . 54
©:= Jim o5 | i) (54)
Ist |(z,p)] < A mit A € R>? beschankt, weil das System nur ein endliches Volumen einnimmt und

Geschwindigkeiten nicht beliebig grof3 werden, dann eghaktir immer noch

d . 2A -
‘a(z’p>z < AltILnoo E =0=2T - <Z,VU(Z)>Z (55)
oder
2T —(z,VU(2)),=0. (56)

Diese gehufigere Version des Virialsatzes gilt audlr hicht-periodische Systeme, derén p), aber
beschrankt sein musBiese Form ist trivialerweise auchrfperiodische Systeniiig, weil periodische

Systeme immer besdhmkt sind.

1.6 Homogene Potenziale

Wir konnen den Virialsatz noch konkreter machen, in dem wir akergdass viele praktische Potenziale

U(z) homogene Funktionerom Gradek sind, d.h. man findet oft
U(az) = a*U(2) (57)

fur beliebige Zahlem € R.

Zum Beispiel eriillt das Gravitationspotenzidl (ar) = konst(ar) = o *U(r); also ist hierkk = 1.
Oder es istU(ar) = Ca?r? = o?U(r) fur einen harmonischen Oszillator, dik= +2.

Fur homogene Potenziale folgt einerseits aus deren Definitio

oU(az)
oa

da* k-1
= U(z)% = ka""U(2) (58)

11
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und andererseits durch Anwendung der Kettenregel, dass

U(az) <, d(ar Oaz
@2) S que)| 9= AD vue)| gmevue)| . 69
aa o1 aa z=az aa z=az z=az
Setzen wir hier nu = 1, ergibt sich eine verbifend einfache Beziehung homogener Potenziale nach
Leonhard Euler{17011783),

(z,VU(2)); = kU(2) , (60)

die wir im Virialsatz ersetzendnnen. Deswegen erhalten wir nun
2T -kU(z) =0 (61)

oder fir die mittlere Gesamtenergie des Systems

E:ﬂu@):%ug):%f. (62)

Wir erinnern daran, dads im Falle eines konservativen Potenzials eine Erhalturigist, d.hE = E.

Der Virialsatz gibt uns also einen Zusammenhang zwischemitéleren kinetischen und mittleren
potenziellen Energie dds-Teilchen-Systems (bei besé@mkten Systemen). Bei harmonischen Oszillato-
ren mitk = 2 finden wir, dass die mittlere kinetische und die mittleréepaielle Energie im zeitlichen
Mittel gleichverteilt sind, d.hU(z) = T = 3E. Bei gravitativ gebundenen Systeméns -1, undE < 0
findet man hingegel = -U(2)/2 = —E, also keine Gleichverteilung.

Befindet sich eireinzigesTeilchen in einem Zentralkraft-Potenzid(r) = —a/r auf einer Kreisbahn
mit Radiusr = ro = konst, dann ist im Mittel fir einen Umlaufl = a/(2ro) = rm7/2 odery? = a/(mrg).

Wir kodnnen also die mittlere quadratische Geschwindigkeiaagter Bahn bestimmen, ohne direkt)
berechnet zu haben. Ist der Radius der Bahn nicht genau kossitasern nur im Mittel gleichig mit
kleinen Schwankungeér < ro mit 6r = 0, dann ist die mittlere quadratische Geschwindigkeit etwa

(Taylor-Entwicklung naclar bis 6r?):

— al a 1 Q(TEF) 0/( ﬁ]
—— = ~ 1+ .

mr _ mro+or m

> = = — 63
r3 mro r2 (63)

Der Wert vonw? nimmt mit den Schwankungefi? des Abstands also immer zu.

12
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Anmerkung Man konnte sich jetzt fragen, welchen praktischen Nutzen eingsaAgeliber den zeit-
lichen MittelwertGiber groRe Zeitume haben dnnte. Tatachlich ist es so, dass Systeme mit vielen
Teilchen faufig gut durchmischt odesrgodischsind. Damit meinen wir, dass dieddfigkeitsverteilung
der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilchen des Systamsizem gegebenen Zeitpunkt sich nicht
merklich von der entsprechenden Verteilung eines andeeg@puhktes unterscheidet. Dies ist normaler-
weise bei Systemen mit sehr vielen Teilchen wie Gasen aloér laei grof3en astronomischen Systemen
gegeben, die gravitativ gebunden sind (Kugelsternha@atgxienhaufen). Dadurch ist die gesamte kine-
tische Energid und die gesamte potenzielle Energiéz) zu allen Zeiten etwa konstant. Der Virialsatz
wird fur also fir ergodische Systeme nicht nur eine Aussalger das zeitliche Mittel voit undU son-
dern auch eine AussadierT undU zu jedem Zeitpunkt! Mittels der Methoden der statistiscRégsik

ist es sogar ridglich, die Verteilungen der Orte und Geschwindigkeiteteugegebenen Rahmenbedin-
gungen (konstantels z.B.) zu berechnen, was unser Wisster die statistischen Eigenschaften eines

ergodischen Vielteilchensystems nochmal deutlich \wégrt; siehe z.B. [1].

1.7 Eine Anwendung des Virialsatzes: Galaxienhaufen

Den Virialsatz konnen wir z.B. ausnutzen, um die Gesamtmasse eines Galaxfenis zu scitzen. Gala-
xienhaufen sind die @fiten gravitativ gebundenen Systeme, die wir kennen. DiBagr Galaxienhaufen
enthalten typischerweisd ~ 10° gut sichtbare, helle Galaxien. aken Galaxienhaufen keine gebunde-
nen Systeme, danniwden die Geschwindigkeitsdispersiongh= |v|2/3 ~ (10® km/s)? der Haufenmit-
glieder zu groR sein, um die Haufen langlebig zu machérkann durch die Dopplerverschiebung von
Absorptionslinien in den Spektren der Galaxien ermittedtaen. Wir beobachten aber einfach zu viele
Galaxienhaufen, um diese als ubergehende, kurzlebige Strukturen arkh zu knnen.

Die Gravitationskraft ist die dominierende Kraft auf kodogschen Skalen, d.fkk = —1. Durch
kinematische Abscitzungen wissen wir auf3erdem, dass diese Systemgyged Zeit hatten, um gut
durchmischt zu sein. Aufgrund des Virialsatzes erwartenatsio 2 + U(z) = 0, wobeiT die gesamte
kinetische Energie der Galaxien ist ubdz) deren gesamte gravitative Bindungsenergie. Wir betrachte

Galaxien auf diesen Skalen als Punktmassen mit den Masserd der Helligkeiteri;. Aufgrund unseres
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Verstandnisses der Physik von Galaxien ist es plausibel anzueghdassn « L;. Deshalb sindir
M=3mundLyg =} L

| =

N N
M M Li 3
2 E ZZE m|’Ui|2=E E _||'Ui|2~§M0'2- (64)

Fur die beobachtbareseschwindigkeitsdispersicu‘? gewichten wir jede einzelne Galaxie nhjt/L,. Die

gesamte potenzielle Energie des Haufens ist

G mm M2G < LiL;
V& =3 2= T2 L

i#]

(65)

Dieser Ausdruck stellt uns vor ein kleines Problem, weden aumlichen Orten der Galaxien entspricht,
wir aberublicherweise nur deren projizierte Position am Himmelrdean Oder, wenn wir die Entfernung
des Haufens bestimmefinen, dann kennen wir nur die projizierten Absie der Galaxienpaairend |

am Himmel. Galaxienhaufen erscheinen uidefals rotationssymmetrische Gebilde am Himmel, so dass
wir vermuten lkbnnen, die Haufenmitglieder sind im Mittélumlich mehr oder weniger kugelsymmetrisch

verteilt. Hierdurch Bnnen wir im Mittel
12 -1
lri —rj| " = ;ldi - dj| (66)

benutzen, wobed; die Tangentialkomponent®n r; an der Himmelssgire darstellt [3]id; — d;| = 6;;D
wenné;; der Winkelabstand der Galaxiennd j ist (in RAD) undD der Abstand des Haufens.

Dann ergibt sich aus dem Viralsatz

(67)

i#]

-1

37TO'ZD( N I—i'—j)

M = : (68)
G ; La6;

oder

Fur typische Werte vorr ~ 10°km/s, (%, LiLj/Lg6ij/D)™ ~ 0.5Mpc undN ~ 10* ergibt sich
M ~ 10" M,. Hier ist M, ~ 2 x 10°°kg die Masse der Sonne und 1 Mpc3 x 10??m ist ein gebauch-
liches Entfernungsmal} in der Astronomie. Zum Vergleicle Bintfernung unserer Nachbarspiralgalaxie

Andromeda M31 ist ca..d8 Mpc.
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Anmerkung Hellen Galaxien entspricht in einem Galaxienhaufen alsaeine Masse vom ~ M/N ~

10*? M, was grob 100 mal mehr Masse entspricht als wir durch Sterrdiésen Galaxien er&ten
kdnnen. Man schliel3t daraus, dass deéifige Teil der Masse in Galaxienhaufen nicht durch die sicht-
baren Sterne zustande kommt. Durch weitere Messungen wail3dass auch atomares oder molekula-
res Gas in und zwischen den Galaxien nicht ausreicht um sildsessendefizit zu erkten. Diesem in
der Kosmlogie allgegensrtige Massendefizit ordnet man eine hypothetidobeklen Materiezu, de-
ren physikalische Natur bisher unbekannt ist, aber durclhh&atungen eingegrenzt werden kann. Es ist
moglich, dass dieses Defizit durch eine falsche Annahmekven-1 im Gravitationsgesetz egkit wird,
was bedeuten irde, wir nussten unsere physikalische Beschreibung des Gravitgéeatzes vandern
(Allgemeine Relativiatstheorie). Vielleicht ist auch eine Kombination von nizaéértem Gravitationsge-
setz und physikalischer Dunkler Materie die richtige Antivé\bgesehen vom Dunkle-Materie-&to-
men gibt es jedoch bisher keinen testbaren Hinweis auf Adlwigen vom ansonsten gut getesteten
Standard-Gravitationsgesetz. Die Arbeit an einer Antwaitdiese wichtige Frage ist ein aktuelles For-

schungsgebiet der physikalischen Grundlagenforschung.

1.8 MechanischeAhnlichkeit *

Der Virialsatz macht eine statistische Aussager ein Vielteilchensystem, ohne dass wir die Trajektorie
im Detail wirklich wissen niissen. Eine Diskussion der mechaniscAbnlichkeit bietet uns eine weitere
Methode, etwasgiber die Eigenschaften debkungen zu erfahren, ohne diese explizit zu kennen.
Nehmen wir beispielsweise an, wir haben eine beliebigsuingz(t) der Bewegungsgleichung
d2
@(mca z)(t) +VU(z(t)) =0 (69)
und fragen uns nun, ob wir daraus in einfacher Weise edsihgz’(t) des verwandten Problems

2

y%(m@ 2')t) +6VU(2'(t)) =0 (70)

finden konnen;y, 6 € R seien beliebige Konstanten. Dies bedeutet also: Wianedern alle Massen um

den Faktory, m — ym;, undandern die Strke des Potenzials ubi(z) — 6U(z). Eine Losung dieses
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Problems beantwortet etwa die Frage “Was passiert, wervaése der Teilchen gRer ist?” oder “Was,
wenn das Potenzial&tker ist als angenommen?”.

Um dieses Problem zws$en, raten wir aus(t) eine neue bsung mittelsz’(t) = az(t/B). Wir ver-
muten also, dass durch diéanlichkeit des alten Problems Gl. (69) mit dem neuen ProbBd. (70), die
Losungen auclahnlich bleiben, wenngleich die Trajektorien vielleichsgesamt gif3er ¢ > 1) oder
kleiner (@ < 1) werden oder die Bewegung der Teilchen entlang der Bahnéaieig schneller g < 1)
oder langsameB(> 1) wird. Setzen wir diese Vermutung in die neue Bewegungsgleig ein, kriegen
wir -

ay@(mQ 2)t8™H +6VU(az(tp) = 0. (71D

Wir fiihren zuatzlich eine neue Zeitkoordinase= 157 ein:

ay o
%@(mca z)(s) + VU(az(9) =0. (72)
Offensichtlich sieht diese “neue” Bewegungsgleichung exaktvaa die alte Gl. (69), wenn = 1 und
y/6 = 32, sprichz(s) ist eine Losung in diesem speziellen Fall.

Dies bedeutet u.a.: Vandern wir nicht das Potenzial,= 1, aber die Massen der Teilchen um
dann istz(t3~*) immer noch eine tisung, aber nun mit dem Zeitparameget +/y; die Teilchen bewegen
sich mit einer anderen Geschwindigkeit entlang gleichajektorien. Lassen wir andererseits die Massen
unve@andert,y = 1, aber drehen wir an der&@ke der Wechselwirkungen duréh+ 1, dann ist immer
nochz(t3~1) eine Losung, nur diesmal mit* = /s, eine sirkere Wechselwirkung > 1 macht jetzt die
Bewegung schneller!

Ist es auch raglich, die Gbl3e der Trajektorien zandern, ohne deren Form zu beeinflussen? Zumin-
dest bei homogenen Potenzialémken wir daiiber etwas aussagen, weil dafid (az(8)) = o*1VU(2(9))

und deshalb
aZ—k,y d2
iz @(mQ z)(s) +VU(z(9) =0. (73)

Hierdurch erhalten wir insbesondere auch dann néseihgen aus(t), wenn wir das ursgmgliche Pro-

blem unveandert lassers, = y = 1. Eine Schaar von neuerdsungen ist amlich immer dann gegeben,
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wenna?* = B2. Verandern wir also die Gii3e der Trajektorien um, dann istez(te®/>t) immer auch
eine Losung!

Beispielsweise hat ein harmonischer Oszill&er 2. Haben wir also eine oszillierendé$ung, dann
wissen wir jetzt, dasaz(t) auch eine sein musg;verandert hier die Schwingungsamplitude aber nicht
die Dauer, so dass die Schwingungsdauer einer Oszillatobih von der Amplitude akdngig ist.

Uber allgemeine bsungen gravitativ wechselwirkender Teilchkns —1, hingegen lernen wir, dass
zu jeder losungz(t) auchaz(ta~*?) eine sein muss. Ist also eine Ellips) eines Teilchens einedsung
des Kepler-Problems, dann ist auch die m 1 grol3ere Ellipse eine dgliche Losung, wenngleich mit
einer Umlaufdauer, die uma®? grosser ist. Dies erinnert uns an das dritte Keplersche Gesatzzufolge
T2/a® = konst oderT « a*?, wenna die groRe Halbachse einer Bahnellipse ist. Bemerkenswedeiss
diese allgemeinere Relatioiirfalle Losungen des Kepler-Problems gilt, nicht nr die geschlossenen

elliptischen Bahnen (s.u.).

Anmerkung Auch bemerkenswert ist, dass(ta~>'?) eine Skalierungsrelatioif alle Bahnen gravita-
tiver Wechselwirkungen von Punktteilchen ist. Auch wenesdi Bahnen weder elliptisch noch geschlos-
sen oder nicht mal analytisch berechenbar sind! Haben sareihen Kugelsternhaufen mit vielleicht®10
gravitativ wechselwirkenden Sternen, dann erhalten wieeidoppelt so groRen Haufen (mft2 8 mal
kleinerer Sterndichte)y = 2, mit ansonsten exakt den gleichen Trajektorien, wenn igiclyzeitig die
Geschwindigkeiten aller Sterne um den Faki®?/a = va = V2 verringern. (Die Bahiéinge veandert
sich um den Faktag; die Zeit, in der ein Bahnitk durchreist wird, una®/2.)

Dies zeigt uns auf3erdem, dass ein gravitativ gebundenésnSys Gleichgewicht eine gfiere Aus-
dehnung einnimmt, wenn wir die Geschwindigkeiten der Tatcverkleinern. Dies ergibt sich auch aus
dem Virialsatz, demzufolgeT2+ U(z) = 0 gilt: Ist T groRer, dann muss(z) kleiner werden. Ein klei-
neres, negativerds(z) entspricht aber &tker gebundenen Teilchen, was nur dadurch erreicht wask d
die mittleren Absindelr; — rj| kleiner werden; das System nimmt weniger Raum ein.

Auch Gase sind Vielteilchensysteme, wenngleich mit eilddirgzandersartigen Wechselwirkung: Die

elektrische Kraft wirkt abstol3end, wenn der Abstand zwasathen Molekilen sehr klein wird. Bei gif3e-
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ren Abstinden hingegendanen sich die Molekke relativ frei mit geringer Anziehung bewegen (Lennard-
Jones-Potenzial). Gase verhalten sich deshalb genausg¢get zu einem Kugelsternhaufen. BHen
wir die Geschwindigkeiten der Molélke, also deren kinetische Energie oder Teenperaturdes Gases,
dann tendiert das Gas dazu, sicrker auszudehen, weil der Druck ansteigt. Man muss alsaciig
sein, wenn man Parrallelen zieht zwischen einem gravigghlwndenen Vielteilchensystem und einem

Gas!
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Galaxie N ~ 10'' R ~ 10 kpc
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¢

Sonnensystem

Quelle: John Lomberg, CfA Harvard

Quelle: A. Fitzsimmons, ESO
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L=MRxR

Schwerpunkt

Kugelsternhaufen N ~ 10° R ~ 10 pc

* # Gdllaxienhaufen = N ~ 103 R ~2 Mpc

Quelle! NASAIESA HST:

Quelle: NASA/ESA'HST
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