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Patrick Simon 1 EINKORPERPROBLEM

1 Einkorperproblem

1.1 Arbeit

Wir konnen die Wirkung der Kraftkurvé'(r(t), »(t), t) auf einen Krper auch so verstehen, dass diese

physikalisch die Arbeit W = (F', dr) an dem Krper verrichtet. Deshalb:

Definition. Wir bezeichnernW = (F', dr) als die Arbeit, die an einem Korper geleistet wird, um diesen
umdr im Kraftfeld zu verschieben. Unter der Leistung P versteherdigi Arbeit, die pro Zeiteinheidt

geleistet wird, also = dW/dt = (F,dr)/dt = (F,r) = (F, v).

Bei einer gleichbrmigen Bewegung wird wegeR = 0 keine Arbeit am Krper verrichtet, & = 0. Es
wird aber auch keine Arbeit geleistet, wenn eine nichtel@ngndende Kraft senkrecht zur Bewegung
dr = dv dt steht, weil auch dannWl = 0. Folglich kann nur dann Arbeit an einendier geleistet wer-
den, wenn eine Krafinh Richtung der Bewegungirkt und so den Betrag der Geschwindigkeitaedert.
Anders ausgedickt: Krafte kbnnen wirken, ohne notwendigerweise Arbeit zu leisten. iverm Korper,
der sich mit konstanterw| auf einer Kreisbahn bewegt, wird demnach physikalisch&éirbeit gelei-
stet. Die Arbeit hat ein positives Vorzeichen, wenn die KirmaRichtung der Bewegungrdwirkt und vice
versa.

Wir betrachten erstmal nur Kraftfelddr(x), die ausschliel3lich vom Ot abrangen. Was ist die
gesamte ArbeitV(to, t;), die ein Korper erhrt, wenn sich dieser auf einer Kurvé) von r(tp) =: 79
nachr(t;) =: r, bewegt? Die Antwort erhalten wir, in dem wir alle infinitisalen Arbeitsschritte \/(t)
zu den Zeitpunktehentlang der Trajektorie aufaddieren, oder durch das lategr

1 t1 t1 71
W(to, 1) = . dw(t) = . dt P(t) = . dt (F(r(t)), r(t)) =: fr 0 (F(r),dr) . 1)
Dieser Ausdruck ist mathematisch &\egintegrakentlang der Trajektorie(t), die mit dem Zeitparameter
t parametrisiert wird; zum Zeitpunkwirkt die Kraft F'(r(t)).
Man kann zeigen, dass das ErgebWt, t;) unablangig von der Wahl der Parametrisierung der

Kurve r(t) ist. Wir kdnnten also eine neue (stetig undfelienzierbare) Parametrisieruogt) : R —» R
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der Bahnkurve mit(oo) = r(tg) undr(o1) = r(ty) einfuhren und viirden exakt den gleichen Weiirf

W(o, 071) erhalten.

1.2 Kinetische Energie

Es gibt nun zwei Perspektiven, von denen aus wir dieses \téggal betrachtendnnen. Einmal sagt uns

das 1. Axiom, dass der Kraff eine Beschleunigung = F'/m entsprechen muss, also

o : o o “.omd, . . m , m ,
W(to, t1) = dtmXa(t), 7(t)) = dt m(7(t), 7(t)) = dt§&<r(t),r(t)>=§|v(tl)l —Elv(to)l :
to to to
(2)
Definition. Wir bezeichnen
T =l @3)

als die kinetische Energie eines Korpers der Masse m unédschwindigkeiv.
Also entspricht der Arbeit an einemiiper einelAnderung seiner kinetischen Energie,
W(to, tz) = T(tz) — T(to) . (4)

Die kinetische Energie achst an, wenn die Kraft in Richtung der Bewegung wirkt, wéil€ (F, dr),
und ist negativ im umgekehrten Fall. Deswegen wird die kscee Energie eines Steins, der nach unten

fallt, entlang der Trajektorie anwachsen.

1.3 Potenzielle Energie

Die Einfuhrung vonT hat keine Einzelheitefiber das Kraftfeld beitigt. Das bringt uns zur zweiten
Perspektive. Stellen wir uns eine geschlossene Trajektor, die den Krper vonrg nachr; bringt und

dann vonr, wieder nachr, := r(t,) = ro. Die gesamte geleistete Arbeit ist in diesem Fall:

Wito.t) + Wit t) = Wltat) = [ (F(r).dry. )
Basierend auf Gl. (5) definiert man sich eine spezielle KlasseKraftfeldern.

2
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Definition. Man bezeichnet Kraftfelder als konservativ, wenn die Intiegnaliber einen beliebigen ge-

schlossenen Weg
PE).dr) =0 ©®)
ergibt.

Die Bezeichnung “konservativ” er&it sich dadurch, dass hiermit eine Erhaltungsge entlang der
geschlossenen Trajektorie verbunden ist. Kehren wir asb einebeliebigenRundreise durch ein kon-
servatives Kraftfeld zum urspnglichen Ausgangspunkg zuriick, dann wurde durch das Kraftfeld in der

Summe keine Arbeit an demdfper geleistet. Aus diesem Grund ist
W(to, t1) = —W(ty, 1) . @)

Wir konnen deshalb jedem Raumpunkt eine skalak&&zuordnen, die wir ajsotenzielle Energie
bezeichnen. Diese ist beidie Arbeit, die das Feld verrichtet, um deriper von einem Referenzpunkt

ro hachr zu bewegen. Weil dies wegunéabiyig ist, ist diese wohldefiniert.
Definition. Fr ein gegebenes konservatives Kraftf&€ldezeichnen wir

Uy == [ Fedry = [Cme.a) ®)
als potenzielle Energie des KraftfeldB%r) beir; beziglich des Referenzpunkigs

Die DifferenzU(r,) — U(r1) sagt uns, wieviel Arbeit verrichtet wird, wenn wir derdkoer vonr,
nachr, transportieren. Diese Berenz ist die einzige hier physikalisch relevant®@, weshalb auch
die Wahl der Referenzpunktes unerheblich istf@®enzen votJ () sind unabkngig vonry. Das negative
Vorzeichen @ir U wird hier gevahlt, um sicherzustellen, dass die potenzielle Eneagiemmjtwenn die

Kraft entgegerder Bewegungsrichtung wirkt.

1.4 Gesamtenergie
Vergleichen wir nun Gl. (4) und (8), dann finden wir
T(t) = Tlta) = Ulr(ta)) - Ulr(t)) 9)

3
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oder einfach den Erhaltungssatz samtenergie
m. ..
§|r(t)| + U(r(t)) = E = konst (10)

E bleibt also entlang der Trajektorie in einem konservatigeaitfeld erhalten. Alle bekannten physikali-
schen Grundkfte auf mikroskopischer (atomarer) Ebene sind konserwdtkroskopische Pinomene
wie Reibung knnen allerdings nicht-konservativ sein. Reibungftkr sind geschwindigkeitsaéhgig

und wirken entgegen der Bewegungsrichtung.

1.5 Gradientdarstellung konservativer Kraftfelder

Wir wissen nun, wie das Potenzidl(r) von F'(r) abhangt. Aber wie bekommt man die konservative
Kraft aus einem gegebenen Potenzial?

Hierfuhr sehen wir uns nochmal die Definition der potenziellenr§ieean,

U(r) =- fT<F(r’),dr’> : (12)
Mit einer beliebigen Parametrisierum{o-) mit »’'(0) = ro undr’(o1) = r, lautet dieses Wegintegral
N i C))
V) = - [ (Fw (o). 55 P (12
0 o
Dies bedeutet aber, dass (Ableitung entlang der Kurve)
TED) — 90, B2 = ~w ey, B0 (13
o do do
oder dass
d
VU (e) + Fro), BTy <o, (14

Zusatzlich wissen wir, dass die@rfalle Weger(o-) gelten muss, die die Ortg undr verbinden, d.h. dies

gilt fUr beliebigeinfinitisimale Wegdiicke d-,

(VU(r) + F(r),dr)=0. (15)
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Die obige Gleichung ist dann aber nurighbar, wenn
VU(r)+ F(r)=0 < F(r)=-VU(r). (16)

Das konservative Kraftfeld ist das Gradientenfeld desixadsU (7).

Zusatzlich finden wir noch als Bedingung eines konservativesti@des
Vx F(r)=-VxVU(r)=0, a7)

weil Gradientenfeldes rotationsfrei ist.
Die OperatiorVv x V (x) ist dieRotationdes Vektorfelded/ (x). In einer kartesischen Badis,, ey, e}
mit F' = Fyex + Fyey + F,e;, ist dieser

VX F(x) = (exi

0 0
Ix + ey@ + ez—) x (Fxex + Fyey + Fze;) ; (18)

0z

die Basisvektore; sind hier nicht ortsaldngig, wohingegen es die Koordinatender Kraft i.A. sind.

Die Rotationsfreiheit eines Gradientenfeldédolgt durch die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen.

Anmerkung Man betrachtet in diesem Zusammenhang auch zéitagige Felde# (r,t). In diesem
Fall bezeichnet ma#f’ dann als konservativ, werihx F'(r, t) = O fur alle Zeitpunktd. Dies bedeutet aber,
dass die Arbeit entlang eines geschlossenen Weges i.Aanangerschwindet, wenn das Kraftfelat die
Dauer der Bewegung entlang des Weges konstank'ée(t), to) gehalten wird (die Bewegung entlang der
geschlossenen Kurve igirtuell). Die tat@chliche ArbeitW(to, t;) + W(ty, t;) durch das zeitvénderliche
Feld kann aber von Null verschieden sein! Dennoclakrhan eine Potenzialdarstellung der Attr, t) =
=VU(r,1t).

Reibungskéften lassen sich keine konservativen Kraftfelder zuandidee Arbeit, die geleistet wer-
den muss, um entlang eines Weges zum Ausgangspurildkaukehren, &ingt von der We@inge und der
Ge-schwindigkeit des &rpers entlang des Weges ab. Normalerweise kann man alig#ewegung eines
Korpers unter Bercksichtigung der Reibung durch Kombination von konseveatiKraftfeldern in und
nicht-konservativen Reibungskten beschreiben. In diesem Fall ist also die Gesamtendesg Korpers

nicht erhalten.
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Dennoch wird das Prinzip der Energieerhaltung auf mikrpgaher Ebene nicht verletzt, weil die
Reibung die reibenden Moléle in (thermische) Bewegung versetzt. Beksichtigt man deren Bewegung
oder Warme in der Energiebilanz &ttt man ein allgemeineres Prinzip der Energieerhaltungs it also
konzeptionell ein Vielteilchenproblem, das wirdder besprechen werden.

Dies bedeutet wiederum nicht, dass es keine konservativafiekgibt, die von der Geschwindig-
keit ablangen, alsdF'(r, v). Beispielsweise greift die Lorentz-Kral (r,v) = qu x B, die von einer
magnetischen Flussdichig auf ein geladenes Teilchen der elektrischen Ladyagsgébt wird, immer
senkrecht zur Bewegungsrichtung an, @k (F, v) = (qux B, v) = 0. Deshalb wird bei der Bewegung
durch ein Magnetfel#teineArbeit verrichtet: Die Arbeit entlang eines geschlosseWeges ist trivialer-
weise immer null! Allerdings ist wegen der Geschwindiggalitaingigkeit die Beziehung zwischen einem

Potenziall (r, v) und der Kraft nun allgemeiner gegeben durch
d
F(r,v) = -VU(r,v) + E(VvU(r, v)); (19)

der OperatoWV, bezeichnet den Gradienten bigiich der Geschwindigkeid und% die totale zeitliche
Ableitung entlang der Trajektorig(t). Diese Beziehung ergibt sich aus den Maxwellgleichungeinwird

im Detail spater in der Theoretischen Elektrodynamik hergeleitet. Méchten hier nur noch et@hnen,
dass das Potenzial der Lorentz-Kraft dutdfr,v) = —q(v, A) gegeben ist. Das Vektorpotenzial der

magnetischen Flussdichte ist durBh= V x A definiert.

1.6 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Nach Isaac Newton ist die Gravitationskraft (ZentralRQkadhservativ mit dem Potenzial

U(r) = —G”;lmz , (20)

wobeim; undm, die Massen der gravitativ wechselwirkendearger sind und := |r| deren Abstand;
G = 6.67384x 101 m3/kg/s’ ist die Gravitationskonstante, die dieaBte der gravitativen Wechselwir-

kung bestimmt.



Patrick Simon 1 EINKORPERPROBLEM

Dass dieses tashlich die diskutierte Zentralkraft der Ellipsenbewegngibt, sieht man anhand

r o0 ro (1l rl r
F(r)=-VU(r) = ———U(r) = -Gmmp—— [ = | = Gmymp—= = Gmum,— . 21
(r) (r) = ——5Ur) wwrﬁtj mm,—— W (21)

Hier haben wir im Zwischenschritt die Darstellung des Geaten in Kugelkoordinateriif deneinge-
schrankten Falkiner reinerr-Abhangigkeit benutzt:

vuozgggf (22)

1.7 Eindimensionale Bewegung

Die Erhaltung der Gesamtenergiérinen wir in besonderenafien verwenden, um die Bewegungsglei-
chungr(t) eines Korpers explizit als Integral anzugeben. Man bezeichnets@rhes System alastegra-
bel. Beachte, dass wir damit nicht notwendigerweise meinenk@nnen das Integral oder die Integrale
analytischdsen! Alleine der Umstand, Trajektorien eines oder mehiieéchen als Integral(e) schreiben
zu kdnnen, ist schon etwas besonders. Wir kommen dar@iéspochmal ztirck.

Systeme sind auf jeden Fall immer integrabel, wenn wir emziges Teilchen betrachten, dass sich
nur entlang einer Richtungy, bewegen kann. In diesem Fall kann die Kraft auch nur eniangrken, so
dass wir diesemmerals Gradient eines Potenzidlgx) schreiben knnen,F'(x) = —%ex. Deswegen
ist dieses Kraftfeld auctuf diese eingeschnkte Bewegung immer konservativ.

Man denke hier z.B. an die Bewegung eines Steins im erdnahent&i@nsfeld. Hier ist die wirkende
Kraft ungefihr konstantF'(x) = —mgey, fur einen senkrecht nach oben zeigenden VekjoiDas ent-
sprechende Potenzial ist(x) = mgx Zwar ist die Trajektorie eines Teilchens in diesem Feldgaatiein
dreidimensional, aber wirdnnen — wie schon besprochen — immer einen Beobachter firittesteri das
Teilchen nur nach unten entlaieg fallt. Das ist dann eine eindimensionale Bewegung!

Fur eindimensionale Systeme mit einem Freiheitsgrgdt wegen der Energieerhaltung

g%+um:5. (23)

oder

)'(:i\/%\/E—U(X). (24)

7
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Die Geschwindigkeik ist bis auf das Vorzeichen direkt durch den @gegeben. Das positive Vorzeichen
ist zu wahlen, wenn sich das Teilchen gerade zdligrenx bewegt und vice versa. AulRerdem kann ein
Teilchen niemals Bereiche vorerreichen, bei dendn(x) > E wird; hier warex? < 0. Deshalb markieren

die Punktexo mit U(Xy) = E entweder
e Ruhepunkte eines Teilchens, ddw 0undX = 0, d.h. dJ(x)/dx = 0,

e oder Umkehrpunkte, d.lx = 0 undX # 0, an denen das Teilchen seine Richt@émglern muss;
hier ist dann das Vorzeichen vor™zu wechselnU(x) = E kann kein Ruhepunkt sein, wenn der

Gradient vorlJ(x) bei x = Xg nicht verschwindet.

Wir wollen hier nun nur Blle betrachten,iir die die Bewegung nur in eine Richturiuft, d.h.x > 0

oderx < 0. Wir definieren die Orientierung vaey so, dass > 0. Dadurch ist

m X
V2 VeSO - (25)
[m [ dix &
= EL E_—U(X) = . dt (26)
[m dx
— EL ? W:tl_to. (27)

Der letzte Schritt auf der linken Seite ist formal eine Vakgntransformatiort — t(x), die man faufig
etwas salopp durchté = dtdx/dt = dx mit entsprechendeknderung der Integralgrenzen notiert. Ent-

sprechend dieser Notation sieht man deshallfig die praktischen Rechenschritte

. dx 2
X:E: \/%\/E—U(x) (28)

m dx

m [ dx t
= — _— = dt=t; —ty, 30
\Efm e e (30)

die zum gleichen Ergebnis

m ("¢ dx
=1+ J;fx; E_—U(X) (31)
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fuhren. Durch Integration des Ausdrucks auf der rechtere ®eftalten witt(x), was durch Invertierung
auf x(t) fuhrt.

Dieses Problem ist also prinzipiell als “einfaches” Intdgind einerntegrationskonstanten ,Eler
Gesamtenergie, darstellbar. Das mag zwar im konkretee Eallschwieriges mathematisches Problem
oder sogar analytisch uigbar sein, aber viele Probleme, die nicht eindimensiandl| erlauben nicht
einmal diese Art der Darstellungen dasdungen: Sie sind nicht integrabel.

Zuriick zu unserem urspnglichen Beispiel. Wir betrachten die Phase, in der demStach unten

fallt, d.h.x < 0. Wir finden fir den fallenden Stein mig = 0,t; =t, X; = Xund Xy = O:

t=

1 X dx’ 1 X 2
- \/Z_gjc; o N (2\/E/mg— x)‘o = \/g(\/E/mg— X — \/E/mg) (32)

__9p_ |
X = 2t mt. (33)

Das ist natrlich die Bewegungsgleichung einer konstanten Beschleungig mit der Anfangsgeschwin-
digkeitvg = V2E/m.

oder
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W(t17t2)

W(th tl)

r(to) = r(t2)
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