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Patrick Simon 1 AXIOME DER NEWTONSCHEN MECHANIK

1 Axiome der Newtonschen Mechanik

1.1 Mathematische Beschreibung

Die Biihne der Newtonschen Mechanik ist ein dreidimensiondlares metrischer Raur®. Der Raum
enthalt Raumpunkte. Der Raum hat den Koordinatenursprdng E3. Der Verbindungslinie zweier
Raumpunkte, einem Punktepaar, ist ein Vektor aus eineminreisionalen Vektorraur’® zugeord-
net. “Differenzen” zweier Punkte aul® sind also Elemente aug®. In E3 werden die Position einer
Punktmassenoder eines Krpers mit vernackssigbaren inneren Freiheitsgraden durch einefP@rE?
angegeben, der durch d@rtsvektorr € V3 mit O verbunden isty ist der Abstandsvektor vom Koordi-
natenursprung. Wir nenneneinfach den Ortsvektor relativ zi.

Eine Bewegung einer Punktmasse wird durch einen zeitadigen Ortsvektor(t) mit Zeitparameter
t gegeben. Dies definiert eildahnkurve oder Trajektorider Punktmasse, die durch die (stetige) Abbil-

dungr(t) : R — V2 gegeben ist.

Definition. Unter der Geschwindigkeit(t) und Beschleunigung(t) des Korpers verstehen wir die ersten

zeitlichen Ableitungen der Trajektorigt),

d . d
v(®) = 2r(®) =701 al) = Zo(® = #(0). (1)

Fur jeden Zeitpunkt erhalten wir also einen Geschwindigkeits- und Beschleurgguektor am entspre-
chenden Punkt(t) der Kurve. Aus Bequemlichkeit notieren wir diese (totaleaitlichen Ableitungen
mit (t) fur eine zeitliche Ableitung und mit(t) fir zwei zeitliche Ableitungen.

Unser VektorraunV? ist ein metrischer Raum.dngen und Winkel von Vektoren messen wir mittels

des Skalarprodukt&z, b) : V3 x V2 — R. Das Skalarprodukt hat die Eigenschaften

(a,by = (b,a), (2)
(a,b+c) = {a,b)+{a,c), 3)
(a,sb) = (sa,b), (4)
(a,a)?=11a|>0;|la|=0=2a=0. (5)
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Der Winkela, der durch die Vektorea undb aufgespannt wird, ist definiert durch cos: (a, b)/(|al|b|).
Folglich sind zwei Vektorem undb mit |al, |b| > 0 senkrecht oder orthogonal zueinander, wénrb) =
0, weil dann coa = 0. AuRRer des Nullvektors Gt sich jeder Vektoa auf die Einheitsingele| = 1
durche = a/la] normieren. Anschaulich ergilfe, a) die Lange des aué projizierten Vektorsa, da
(e,a) = cosalal.

Desweiteren definieren wir ein Vektorprodukix b : V2 x V2 — V2 mit den Eigenschaften

axb = -bxa, (6)
ax(b+c) = axb+axc, (7)
bx(sa) = (sb)xa. 8

Auch das Vektorprodukt hat eine anschauliche Interpaaiafder Betraga x b| = |a||b] Sina entspricht
der Fhche der Parallelogramms, das werund b aufgespannt wird. Dies entspricht deshalb auch der
doppelten Fiche des Dreiecks, das durch die Ortspufki®, O} definiert wird. Die Richtung des Vektors

a x b entspricht der Flchennormalen der &the, in der sich dieses Dreieck befindet.

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und des Vekthrgt® leitet man die folgenden drei Re-

lationen ab
ax(bxe) = ba,c)-cla,b), (9)
(a,bxec)y = det@,b,c), (20)
lax b = l|al’|bP - Ka,b)*. (11)

Die erste dieser Relationen besagt (“BACCAB-Regel”; vgl. linkel uechte Seite der Gleichung), dass
sich der Vektor des Tripleprodukts in der Ebene befinden paissiurchb und ¢ aufgespannt wird. Die
zweite Relation ist das Volumen des Spats oder des Parafiettq der durch die drei Vektoren b und

c aufgespannt wird. Es gibt demnach geometrisch einen Zusaimamg zwischen dem Skalar- und dem

Vektorprodukt. Die dritte Relation erhalten wir aus

la x bl? = |al|b? sina? = |al*|b|*(1 - cosa?) = |al’bl? — |al’|b? cosa? = |al)|bf® - (a,b)*.  (12)
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Durch die Lineari&t des Skalar- und Vektorprodukts, erhalten wir deswaeitéiezeitliche Ableitungen:

Sa0.b0) = (@), b0) + (a(). b (13)
%(a(t) X b(t)) = a(t) x b(t) + a(t) x b(t) (24)

und insbesondere
Sla(f = Sa(0).a() = 2a(0.a() (1)
Hieraus folgt durch Anwendung der Kettenregel noch eineendichtige allgemeine Relationamlich
Slal = & VKa(D.a() = mglaa)ﬁ - E (16)

Die letzte Relation sagt uns, dass sich der Betraga{®nentlang der Trajektorie(t) nicht andert, falls
die Anderunga(t) senkrecht au&(t) steht.

BezeichneG(r, r,t) den Wert einer Funktion beim Ort und fur eine Geschwindigkeit, dann ist

(Kettenregel)
dG(r(t;’t W0 S, 0.1 (17)
oG . oG . oG
= (g,"“(t» + (ﬁ,"“(t» + ot (18)
= (VG,r(t) + (V;G, 7)) + %—Ct; (19

die zeitlicheAnderung vom Wer6 entlang der Kurve:(t). Die partiellen Ableitungen voG werden an
der Steller = r(t) unds = 7(t) ausgewertet. Man notiert hier mi¥G, dr) die Anderung & von G in
Richtung @ unter der Voraussetzung, dassridt konstant sind. Ebenso i€7,.G, dr*) die Anderung &
entlang @ unter der Voraussetzung, dassndt konstant sind.

Ublicherweise sucht man sich ein Koordinatensystem mitreBasis{es, e,, e3} unde; € V3, um
die Ableitungen mit “Nabla’V in einem konkreten Problem zu berechnen. Dadurckilerhan eine
Koordinatendarstellunges Operators. Beachte, dass die Basisvektoren auch vorma0iitngen drfen.

Flr ein Kartesisches, ortsunabtgiges Koordinatensystem= xey + yey + ze, finden wir:

o6, 06, 96

ax * oy Y oz
0 0 0 oG 0G 0G

V,,“G = 6—)((G€X) + @(Gey) + (9_2(662) = EBX + a—yey + EBZ . (21)

0 0 0 :
VG = 8_)((G6X) + @(Gey) + G_Z(GeZ) = €z, (20)
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Fur eine Serie von algebraischen Opertationendbgh man aber keine Koordinatendarstellung. Man
kann allgemeingltig fur jedes Koordinatensystem rechnen (koordinatenfreipcldiRechenregeln wie
die Produktregel

V(GH) = HVG + GVH . (22)

1.2 1. Axiom: kraftfreie Bewegung

Der letzte Abschnitt listet die mathematische Struktur Besmes auf, auf der die Newtonsche Mecha-
nik abgebildet wird. Diese Struktur bildet im Wesentlichemsere Alltagserfahrung mit geometrischen
Objekten ab (relative Lage, Winkel, Algstde). Tatachlich ist diese algebraische Formalisierung ein ele-
ganter Kunstgft, der geometrische Argumente auf eine algebraische Struktklaren Rechenregeln
ubertiagt. Diese Darstellung ist relativ neu und war z.B. zu Lelereiton Isaac Newtori1643+1727)

in dieser Rille noch nicht bekannt. Deshalb sind viele Bewaisge in Newton’s bahnbrechender Arbeit
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica rein geoisate Argumente, die explizit durch Skizzen
geometrisch vorgéhrt werden. Die Entwicklung der modernen Mathematik alsa8pe der Physik hat
uns das Leben in dieser Hinsicht enorm leichter gemacht.

Bisher wurde jedoch noch nichiiber die Modellierung physikalischer Gesetze in unserestebung
gesagt. Wie z.B. eigentlich die Trajektorie(t) der Punktmassen bestimmt werden. Ein entscheidender
Fortschritt in dieser Hinsicht wurde von Newton dadurchedtzdass er, basierend auf der Arbeit von Ga-
lileo Galilei (*15641642), eine Kraft nach ihrer Wirkung auf den Bewegungszuséamer Punktmasse

definierte. Unter dem Bewegungszustand versteht man den

Definition. Impuls eines Korpers,
p(t) = mu(t) . (23)

Man betrachtet nun einen sehr speziellen Bewegungszustasikdrpers.

Definition. Unter einer gleichformigen Bewegung eines Korper entleingr Trajektorie versteht man
d
a®=0; 3 p(t)=0. (24)
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Beachte, dass wir hier davon ausgehen, dass die Ntadse Punktmasse eine Konstante ist, dih= 0.
Diesen speziellen Zustand benutzt Newton, um die Abweseeiner Kraft zu beschreiben (1. Axi-

om).

1. Axiom. Wirkt keine (resultierende) Kraft auf einen Korper, danrsisine Bewegung gleichformig, d.h.

p(t) = 0, oderwv(t) = 0, wenn m konstant ist.

Zusatzlich beschankt man diese Bedingung aufadte, die von physikalischen Kraftquellen, etwa durch
Wechselwirkung mit anderend{pern stammen issen. Umgekehrt muss eine (physikalische) Kraft am
Werk sein, wenn sich der Bewegungszustand eiriapé&ts abweichend van(t) verandert.

Aus einer gleichbrmigen Bewegung ergibt sich, dass sich dérger mit konstanter Geschwindigkeit

v(t) = vo bewegen muss, oder dass die Bahn durch eine Gerdefegageben ist, d.h.

v(t) = vo + ft dta(t) = vg = konst ; r(t) = ro + ft dto(t) = ro + (t — to)vg . (25)

Unter dem Zeitpunkt, verstehen wir einen willlirlichen Referenzzeitpunkt, zu dem die Position des

Korpersrg = r(to) ist.

1.3 Inertialsysteme

Die Konstruktion unseres RaumEes ist nicht eindeutig. Der Ursprun@ des dfinen Raumes kann etwa
beliebig gevahlt werden. Verschieben wir beispielsweise durch einstf@mslation den Ursprung vah
nach® um den VektorOP = Ar, dann verschieben sich die Ortsvektoren der Trajektorid r&t) =
r(t) + Ar. Dies wirde nun die Trajektorielf einen alternativen Beobachter rapentieren, der sich die
Bewegung des gleichend{pers von einem anderen Beobachtungspunkitemdtir diesen alternativen
Beobachter re die gleichfrmige Bewegung aber immer noch gleigtrhig, weil

2

a'(t) = %r’(t) =0 (26)

aufgrund der Konstanz vaofr.
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Selbiges gilt, wenn wir die Orientierung des Beobachteran@ern, indem wir die Trajektorie mit
der Abbildung D :V3 — V2 rotieren, d.hs’(t) = D=(t); D ist dadurch gegeben, dass es dangen der

Vektoren nicht veiindert|Dr(t)| = |r(t)|, und das diese nicht spiegelt. Dies sieht man wegen

* &
ﬁ'f’ (t) = D@

r(t) =0, (27)
aufgrund der Konstanz der Abbildung D.

Was passiert aber, wenn sich der alternative Beobachter B&vrelm urspiinglichen Beobachter
B1 bewegt? Nehmen wir mal an, dass B2 die Orientierung von Blehaih aber seinen Ursprung
permanent verschiebt. Damit meinen wir, dass die Traoslatit Ar(t) zeitablangig ist. B1 wurde sagen,
dass B2 in Bewegung ist. Das gleichénge naiirlich B2 auch von B1 behaupten. Die gleiohhige

Trajektorie einer Punktmasse, die B1 beobacht&tehaus Sicht von B2 nun die Beschleunigung

d? d?

@r'(t) = @Ar(t) . (28)
Diese ist nur dann verschwindend Null, wenn ex&k(t) = 0, also die Verschiebung des Ursprungs linear
in der Zeit ist,

Ar(t) = (t - to)Av + Ar(to) ; (29)

Av undAr(tp) sind hier konstant. Folglich kann das 1. Axiom niciat &lle Beobachterigtig sein!

Man definiert deshalb Beobachter-Bezugssysteme, in denkralgcPunktmassen, auf die keine
Krafte anderer Brper wirken, gleichfrmig bewegen algtertialsystemeAus der obigen Argumentation
geht hervor, dass diese Bezugssysteme eine Klasse von Beatalden, deren beobachtete Trajektorien
durch die

Definition. Galilei-Transformation
r'(t) = r(t) + (t — to)Av + Ar(tp) (30)

mit einemkonstantem\v und Ar(to) ineinanderiberfihrt werden Bnnen. Der Einfachheit halber neh-
men wir hier an, dass alle Inertialsysteme die gleiche @aaimg besitzen. Hierbei igfv die Relativ-

geschwindigkeit der Inertialsysteme. Folglich untersdéie sich die Geschwindigkeiten der Trajektorien
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beobachtet in zwei Intertialsystemendhstens um eine Konstante
L0 - Sr() = v - v = A (31)
dt’l” dt’l‘ =v v = AV,

also um deren Relativgeschwindigkeit.
Nochmal: Das 1. Axiom ist nur in einem Intertialsystefiityy. Ein Beobachter mit7(t) # O relativ
zu einem Intertialsystem wird im Allgemeinen keine gleiimige Bewegung eines &ftefreien Punkt-

teilchens beobachten! Wir werden diesisgy anhand von Beispielen illustrieren.

Anmerkung Wir haben hier stillschweigend angenommen, dass alle Beyagsmne den gleichen Zeit-
parametett — die “absolute Zeit” — verwendendknen. Dies bedeutet, alle Beobachter trgein iber
gleich schnell laufende Uhren, die problemlos synchrenisverden knnen. Beobachtungen im 20. Jahr-
hundert haben aber gezeigt, dass sich Li¢injégdenBeobachter, ob im Intertialsystem oder nicht, mit
gleicher Geschwindigkeit ausbreitet. Insbesondere @tén die Trajektorien von Lichtstrahlen in zwei
Intertialsysteme mit GeschwindigkeitfdgirenzAv Uberraschenderweise immer(t)| = |v(t)|, im ekla-
tanten Widerspruch zur Galileo-Transformation! Es sedith heraus, dass die Galileo-Transformation
nur Mherungsweiseif nicht-relativistische Geschwindigkeitgn < c gultig ist. Der Widerspruch in der
Beobachtung der Lichttrajektorien konnte nur durch einedgigkeit der Zeitmessung vom Beobach-
ter aufgehoben werden. Diesimdete schliesslich in die Formulierung der Speziellen tRtlatstheorie

durch Albert Einstein*(L879+1955), die wir in der Vorlesung &per noch besprechen werden.

1.4 2. Axiom: Kraftdefinition

Das 1. Axiom beschreibt den Fingerabdruck einer wirkendeitkohne zu sagen, wie sich diese quanti-
tativ auswirkt. Dieses Manko wird vom 2. Axiom behoben. Bebeschreibt, wie sich eine Kraft auf ein

Punktteilcheniir einen Intertialsystem-Beobachter genau auswirkt:

2. Axiom. Eine Kraft F'(t) zum Zeitpunkt t andert den Bewegungszustand eines Kdtpesis

Sp(0) = ma() = F(0). (32
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Die Wirkung der Kraft ist eine Beschleunigumg= F'/m, die einen Krper von seiner gleicbfmigen
Bewegung abbringt. Da die Beschleunigung ein Vektor ist, nass auch eine Kraft vektoriell sein.
Desweiteren reagiert nicht jededkper mit der gleichen Beschleunigung auf die gleiche Kraiie, man
leicht im Laboriiberpiifen kann, z.B. mittels einer Feder und mehrerer Gewichtggdne Massen mit
groReremmreagieren mit einer kleineren Beschleunigung und vice versa

Empirisch findet man aul3erdem, dass sichft&F; verschiedener Quellen, die auf das gleictipgéer

wirken, vektoriell addieren, d.h. man findet das&uzche

Definition. Superpositionsprinzip von Kraften,

N
ma(t) = F(t) = ) F(). (33)
i=1

Deshalb knnen sich verschiedene &te auch ausgleichen und so in der Summe keinen Einflusseauf d
gleichformige Bewegung einesdfpers haben. Wir machen uns beispielsweise dieses Panziutze,
um Krafte auf ausgedehntedfper zu betrachten. Hier wird der ausgedehniepér als Summe eines
Kontinuums von Punktmassen beschrieben, die alle indalidhetrachtet werden.

Naturlich wurde bis jetzt nichtéiber die Natur der Kifte gesagt, die auf eind€per wirken. Wir
wissen nur, wie wir die Trajektorie zu \@andern haben, wenn Kite auftreten. Die Details der Natur der
Krafte missen im Rahmen einer physikalischen Theorie ausgearb@itden. Es ist dennoch plausibel
anzunehmen, dass eine Kraft sich mit dem Ort ein@p&rs und mit der Zettandern wird, eventuell auch
mit dessen Geschwindigkeit. Eine dynamische Beschreibarspueht deshalb die zeitliche Entwicklung
des Orteg:(t) eines Korpers und die der Kafte zusammen zu modellieren. Widrknen dies formal als
Differentialgleichung 2. Ordnung schreiben

d2

m
dt?

r(t) = F(r(0), (0.1, (34)

oder alternativ als Dierentialgleichung 1. Ordnung des Zustandsvektor-Pats £ (t))",

(39)

df r@ |_| FeO.7@).0/m
dt| ) 7(t) '
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Die Kenntnis eines physikalischen Modelis #' vorausgesetzt, bestimmt diesefrentialgleichung die
Trajektorier(t). Da dies eine DOferentialgleichung 2. Ordnung ist, ist die Trajektorie duden Anfangs-
ort (to) und der Anfangsgeschwindigkai(ty) = 7(tp) eindeutig bestimmtAnfangswertproblein Eine
Losung &3t sich auch eindeutig durch zwei Orté;) und r(t;) bei verschiedenen Zeitpunkten bestim-
men, falls diese durch einedsung verbunden werdedknen Randwertproblem

Man bezeichne#'(r(t), r(t), t) als Kraftkurve Dies ist die Kraft, die zu einem Zeitpunktauf die
Punktmasse der Geschwindigkeft) beim Ortr(t) wirkt. Die Kraftkurve definiert ein Vektorfeld entlang
der Trajektorier(t).

Haufig kann man eiraftfeld ﬁ’(w,t) angeben. Dies definiert die Kraft auf einebrider, wenn der
sich an einem bestimmten Punktbefindenwirde Ist das Kraftfeld die einzige Kraftquelle, dann ist
die Kraftkurve durchf'(r(t),t) = ﬁ’(r(t),t) gegeben; mathematisch ist das die Hinteinanderschadteing
Abbildung F'(x,t) und=(t). Ublicherweise kann man die Kraftkurve als Kombination sikeaftfeldes
und einer zuatzlichen Kraft wie etwa einer Reibungskraftec —v(t)|v(t)|" mit n € {0, 1} darstelleni§ =
0: Gleitreibung;n = 1: Luftreibung). Eine Haftreibung ist komplizierter, wellese auch von der Kraft
abhangt, mit der zwei Materialien zusammengazkt werden.

Als einfaches Beispiel mit analytischelbsung fir »(t) betrachten wir eine konstante Krafft =
konst, die auf eine Punktmassa wirken soll. Ein solcher Fall ist z.B. in etwa an der Erdolifie
gegeben, wo eine konstante Gravitationski#aft= mg senkrecht zum Horizont auf alledfper wirkt.
Das 2. Axiom sagt uns, dass deshalb eine konstante Besajsghg| ~ 9.81 nys® auf die Punktmasse

einwirkt. Die Trajektorie er@lt man nun durch zweifache Integration vawi(t) = mg nach der Zeit,

o(t) = Uo+ft dt'g =vo+(t-to)g; (36)
rt) = ro+ ft dt’ v(t') = ro + (t — to)vo + ]é'(t —t0)%g . (37)

Diese Trajektorie beschreibt eine Parabel mit= r(tg) und vy = v(tp) als Integrationskonstanten, die
sich aus den Anfangsbedingungen ergeben. Im zweiten Skbhhen wir die Integrationsvariable nach
s = t — t, geandert. Besonders einfach wird die Form der Trajektorie,nweim in ein Intertialsystem

mit Av = vo und Ar = 7o wechseln. Die Bewegungsgleichung ist ntift) = 3(t — to)?g (Krafte sind

9
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invariant bezgl. der Galilei-Transformation); wir beohten also nur eine Punktmasse die aus der Ruhe
v’(tp) = 0 nach untendllt. Fir diesen neuen Beobachter B2 kommt die Parabelform, von dendere
Beobachters B1 berichtet, also nur dadurch zustande, dasB kicoch zuatzlich gleichbrmig mit—Awv

beweqt.

Anmerkung Kennen wir alle Positionen und Geschwindigkeiten allerk®omassen zu einem Zeitpunkt
to und die Physik der Kifte zu allen Zeiten, dann lonnten wir im Grunde die dynamische Entwicklung
des Systems zu jedem Zeitpunkt in der Zukuin#,ty, vorhersagen odetickwirkend fir jedem Zeitpunkt

t < to in der Vergangenheit rekonstruieren. Die klassische Ma&hat demnach deterministisch, so wie
es durch den Laplacesche@amon von Pierre-Simon Laplacél{f49+1827) zum Ausdruck gebracht
wurde.

Diese Betrachtungsweise musste im 20. Jahrhundert durcAudksmmen der Quantenphysik aber
revidiert werden. Hier sind einzelne Positionen und Gesotligkeiten zudllig, aber dafir ist die Ent-
wicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung, denen Rosén und Geschwindigkeiten folgen, determini-
stisch. Sollte die Streuung der Wahrscheinlichkeitsvierigen von Orten und Geschwindigkeiten klein
sein, dann ist die klassische Beschreibung eine sehr gitiemng. Dies ist in der makroskopischen Welt

der Fall.

1.5 Kreisbewegungen

Die dynamische Beschreibung zielt also darauf ab, die Teilthjektorien aus Anfangsbedingungen
undoder Randwertbedingungen abzuleiten. Wbnken das Problem aber auch umgekehrt betrachten.
Falls wir die Trajektorier(t) kennen, Bnnen wir fragen, welche Kraft notwendig ist, um eibrier auf
dieser Bahn zu halten. Das wollen wir nun mal anhand zweiepi#ésdemonstrieren.

Nehmen wir erstmal an, wir beobachten einérper, der sich ausschliesslich auf einer Kreisbahn
mit RadiusR bewegt. Der Ursprun@ sei 0.B.d.A. im Mittelpunkt des Kreises, dJr(t)] = R = konst.
Offensichtlich findet die Bewegung auch nur in einer Ebene stattKreisebene. Die BRthennormale

dieser Bahnebene sei der Vekigy Es ist also immete,, (t)) = 0. Desweiteren sei der Vektey, =

10



Patrick Simon 1 AXIOME DER NEWTONSCHEN MECHANIK

r(tp)/R die Richtung des Krperortes zum Zeitpunks und e, = e, x e, ein Einheitsvektor senkrecht
zu e, und ey. Hierdurch definieren wir ein orthonormales, zeituréatdiges Koordinatensystem mit den
Basisvektoreriey, ey, e,}. Dieses benutzen wir, um die Trajektor@) mittels einer einzigen Variablen

bzw. Koordinated(t) zu parametrisieren,

(38)

] Rcoso
r(t) = Rcosé(t)ex + Rsiné(t)e, =: )
Rsing

Dies beschreibt durch das zeit@nigiged(t) jedebeliebigeKreisbewegung mit RadiuR (im Inertialsy-
stem, in dem der Kreis in Ruhe ist). Der Vektgrtaucht hier nicht mehr auf, weil sich der Ursprufigm
Mittelpunkt des Kreises befindet. Um uns das Leben einfaoh@nachen, schreiben wir den @(t) auf
der rechten Seite in Koordinatenschreibweise ats12Matrix. Es ist einfach zu zeigen, dass sich diese
Matrix wie ein Vektor ausR? verhalt, wenn wir Vektorernr € V2 der Kreisebene addieren, subtrahie-
ren oder mit Skalaren multiplizieren. Zatglich lassen wir im Folgenden das Zeitargumeni(i) weg,
behalten aber in Erinnerung, dasexplizit zeitabkingig ist.

Wir fragen uns nun, welche Kraft beit) dieser Bewegung entspricht. Nach dem 2. Axiomdien

gen wir dafir die zweite Ableitung nach der Zeit vor(t), da F' = nw(t). Wir beginnen mit der ersten

Ableitung,
d | —sing .
v(t) = —=rt) =R =: Rbey . (39)
dt +cosf
Wir haben hier einen neuen (zeité@ntygigen) Einheitsvektag, := — sinfey + cosfey eingefihrt. Dieser

ist tangential zum Kreis bei(t), wovon man sich durckey, r(t)) = 0 Uberzeugen kann.f@nbar ist die
Geschwindigkeit des &rpers immer tangential zur Kreisbahn! Diesen Ausdrudktewir jetzt nochmals

ab:
d .| —sin@ .| —cosd
a(t) = —v(t) =R + Ro
dt +C0sY

=: Rie, — RPe, =: ayey + ave; . (40)
—sind

Nun iste, := cosbey + sinfey ein Einheitsvektor, der vom Kreismittelpunkt in Richtun@) zeigt: der
Radialvektor. So wie, ist e, zeitabhaengig undilift mit der Bewegung desdfpers mit. Die Vektoren

{er, ey, €,} definieren eine zeitaldimgige Basis: ein krummliniges Koordinatensystem.

11
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Wir finden also i.A. zwei Komponenten der Beschleunigung eBfomponentey, = Rd tangential
zum Kreis und eine weitere Komponeiate= R4?, die den Korper in Richtung des Zentrums beschleunigt.
Die Komponent&, kann nur den Betrag der Bahngeschwindigke(it)| = |[Rfe,| verandern, weil diese in
Richtung vonv bzw. e, wirkt. Die Komponente, ist senkrecht zw(t), weshalb diese nur die Richtung

abernichtden Betrag von(t) andern kann. Erinnerun§;|v| = (v, v)/|v|.
Definition. Die Beschleunigung,egentsprechend der Radialkraft

F, = mR»? (41)
nennt man die Zentripedalkratft.

Rotieren wir etwa einen Stein an einer Schnur mit konstaniek&lgeschwindigkeito = 6, dann muss
die Schnur eine Krafe, auf den Stein auigken, um diesen auf der Bahn zu halten.

Wir sehen uns nochmal kurz die Bahngeschwindigkeit in Gl) [8@)| = Rd(t) an. Wir wissen, dass
sowohley als auche, in der Ebene liegen, die senkrecht zur Bahnnormajest. Ausserdem sind, und
e, senkrecht zueinander. Deshalinken wir wegen der Eigenschaften des Vektorprodekts e, X e,
schreiben und

v(t) = Ri(e; x ;) = (fey) x (Rey) =1 w(t) x (1), (42)

wobei w(t) = 6(t)e, und r(t) = Re,. Wir kénnen also die Bahngeschwindigkeit einer kiiisfigen
Trajektoriew(t) als Vektorprodukt der vektoriellen Winkelgeschwindigke und dem Ortsvektor:(t)
angeben. Diese Relation gilt auch noch, wenn wir den Urspsemirecht zur Bahnebene utmr ver-
schieben, dav x Ar = 0. Aber nicht mehr bei Verschiebungen des Urpsrungs in den@&adme. Die
Richtung vonw definiert die Orientierung des Bahnebene, wohingegen dea®e(t) = |w(t)| die Win-
kelgeschwindigkeit zum Zeitpunkist.
Beachte, dass wir in der Schreibweisf) x r(t) kein Basissystem mehr brauchen, um die Geschwin-

digkeit v(t) zu beschreiben. Dieser Ausdruck ksiordinatenfrei Zusatzlich kbnnen wir nun auch die

Beschleunigung koordinatenfrairfdie Kreisbahn angeben:
a(t) = %v(t) = w(t) x r(t) + wt) x v(t) = w(t) X r(t) + w(t) x w(t) x r(t) . (43)

12
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Der erste Ternauf der rechten Seite verschwindet, fallkonstant ist. Falls nicht, entspricht er aber nur
einer Beschleunigung, die senkrechtZt) odere, ist, dar(t) ein Faktor des Vektorprodukts ist. Diesem

Term entspricht also die Beschleunigung in deezsenkrechten Ebene, so dass dem anderen Term
F = mw(t) X w(t) x r(t) (44)

die Zentripedalkraft in vektorieller, koordinatenfrelesrm entsprechen muss.

Anmerkung Isaac Newton benutzte den Ausdruck der Zentripedallaft mRo2, um das Gesetz der
Gravitationskraft folgendermal3en zu raten [1]. Inm wardiéte Keplersche Gesetz bekannt, demzufolge
bei Planeten-Kreisbahnen ein Zusammenhang zwischen deutheitT und dem BahnradiuR besteht:
R®/T? = konst =: C. AuRerdem wusste man wegen des zweiten Keplerschen égse#ss ein Planet
auf der Kreisbahn sich mit konstanter Winkelgeschwindigke= w bewegen muss. Da aber= 27/T
folgt Rw? = C/(27)? oderRw? = C/(2r)?/R2. Folglich muss ein solcher Planet mit der Zentripedalkraft
F, = mC/(2r)?/R?> « 1/R? angezogen werden. Da die Proportiorgatikonstante nicht vom Planeten
im Sonnensystem aBhgt, kann diese nicht von der Masse des Planetearg@m. Die eigentliche Lei-
stung Newtons bestand allerdings in diesem Zusammenhaimg Ziazeigen, dass die gleiche Kraft auch
elliptische Bahnen erklt (erstes Keplersche Gesetz) und dass dilegdamals bekannten) gravitativ
gebundenen Systeme beschreiben kann (z.B. das Erde-Motehyhe Jupiter-Monde, Erdanziehung
an der Erdoberfiche, Kometen).

Abschlie3end sei noch eahint, dass nur ein Beobachter eine Kreisbah wie in Gl. (44) beob-
achtet, wenn sich der Kreismittelpunkt in Ruhe befindet. datielere Inertialsystemiwde eine Galileo-

Transformierte des Kreises beobachten, was im Allgemesimear spiralbrmigen Bewegung entspricht.

1.6 Bahnbewegung entlang Ellipseh

Wir wollen hier die vorangegangetiberlegung etwas verallgemeinern, um herauszufinden, akannzh
elliptische Bahnen nur durch eine Zentralkraft arkeh kann, und wenn ja, wie diese aussehen muss.
Die wichtige Neuerungifr das Modell des Sonnensystems in der Beschreibung von deh&epler

(*157141630) war die Interpretation, dass sich diéf@gen Planeten auf elliptischen Bahnen bewegen

13
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und dass sich die Sonne in einem der Brennpunkte der Elliggedbe (erstes Keplersche Gesetz). Die
groRe Halbachse der Ellipse seidie kleineb. Die Elliptizitat € ist definiert durche = 1 — b?/a. Der
kleinste Abstand des Planeten von der Sonnp,ist a(1 — €) (Perihel), der gif3tea, = a(1 + €) (Aphel).

Ein Kreis hat als& = 0 odera = b unda, = p,; dieser wird somit automatisch in dieser Betrachung mit
bericksichtigt. Durcha, b, €} ist die Form der Ellipse vollgindig gegeben. Um die Position des Planeten
auf der Ellipse zu definieren, verwenden wir degitabhangigerPhasenwinkeb. Wir definieren, dass
sich der Planet im Perihel bei= 0 befinden soll. Aus der Theorie der Ellipsen folgt ien Abstand(6)

zwischen Planet und Sonne
a(l- €
reg)=-—.
©) 1+ ecosf
Wir wahlen nun einen Beobachteirfden die Sonne sich im Ursprung und in Ruhe befindet. Der

(45)

Ortsvektor des Planet ist damit) = r(6)e,, wobei wir der Einfachheit halber wieder die Zeitaiigig-
keit voné und dem Radiusvektat, = cosfey + sinfey nicht direkt angeben (in dieser Darstellung zeigt
ey in Richtung des Perihels).

Was ist nun die Beschleunigung, die auf den Planeten wirle®Biten zwei Zeitableitungen ve(t)

sind (Produktregel)

v(t) = dﬂr(t) = P(0)e + r(e)[ ~osing ] = t(0)e + r(6)0ey , (46)
L +6 cosh
d? } o o . | —6cosp
a(t) = @r(t) = F(0)e, +1(0)0ey + r(0)eg + r(0)fey + r@[ . } 47
—0sing
= f(0)e, + 2f(0)0ey + r(0)fey — réPe; (48)
= (F(0) - réde, + (2¢(0)0 + rb)ey . (49)

Beachte, dass wir hier unsere Kenntnis v@#) noch nicht verwendet haben. Wir tun das ersitep
um die Formeln einfach zu halteniiFdie Physik der Planetenbewegung gehen wir davon ausdaass
Kraft eine Zentralkraft der Sonne ist, also ist die Beschilgumg tangential zum Radiusvektor, sprich der

Koeffizient voreg, Null,

d or(6?)=0. (50)

2((0)0+r(0)0 =0 = 2F(O)(0)0 +r(6)?6=0 = a(
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Wir beobachten hier, dass dieser Kagent die Zeitableitung voar ()2 darstellt, somit ist. = 6r(6)?
eineErhaltungsgroR3eweil diese nicht mit der Position des Planeten auf der Batdert.

Geometrischdl3t sichL als doppelte Fiche des Dreiecks interpretieren, das w@ und der infini-
tisimalen Bewegungu(t)dt, e;) = r(6)9 senkrecht zum Radiusvektor aufgespannt wird. Dies ist aso d
zweite Keplersche Gesetz! Es ist eine direkte Folgerungrens-orderung, dass die Kraft nur in Rich-
tung des Radiusvektors wirken darf. Beachte, dass wir bigsherhaupt noch nichtgber die konkrete
Bahnform gesagt habeh;ist bei allen Zentralkraftproblem eine Erhaltungsge.

Wir machen jetzt weiter, um die Zentralkraft der Ellipse kepzu bestimmen. Die Zentralbeschleu-

nigung muss in Richtung vo# wirken, also ist

2

r(e3

a, = F(6) — r(0)&? = r(0) - (51)

Der zweite Schritt nutzt die Erhaltunggddel, die wir eben gefunden haben. Was ist at{é)? Rir die
Antwort muss man ein wenig mit der konkreten Bahnfar@#) arbeiten (Kettenregef ist die einzige

Variable hier):

%r(g) _(16}5162:52))26(_ siné)e = a(elsini) br (6)” = a(elsini) ’ (52)
d? ; L : L? ecosd L? 1 1
@' ® = 1O = a5 000 = o 21— ~ e (r(e) Tal- 62)) - 03

Der letzte Schrittifir r'(9) verwendet die explizite Form var§d) fur den Terme cosd. Schlief3lich erhalten

wir

_L2_L2_ L2 _L2_ L2 1
r@3 r@)3 al-e)r@? r()3

a = f(0) (54)

T Tal-er@2 " re2
Dal, a, e Konstanten sind, ist die Zentralkraft also proportionahgiy|?> oderF o —m/|r|’e, = mr/|r|°,
genauso wie im Falle der Kreisbewegung. Folglich kann manetliptische Planetenbewegung auch
durch eine Zentralkraft erldlen, wenn sich die Kraftquelle — die Sonne in diesem Fall eimem der
Brennpunkte befindet.

Diese Betrachtung hier geht fialich den falschen WedJblicherweise haben wir ein gegebenes Sy-
stem von Kirpern und eine physikalische Beschreibung deifterzwischen diesen. Daraus wollen wir

dann die Trajektorien vorhersagen. Insbesondere sagtiarnsbadye Diskussion nichts daoer, ob ein
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Kraftgesetz wie das hier gefundene nicht auch andere BallmEtHipsen oder Kreise zabkst. Wir niissen

uns also im Folgenden mehr Gedankirer die Losung von Bewegungsgleichungen machen.

1.7 3. Axiom: Actio=Reactio

Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, behandeln wir nocletiete Axiom der Newtonschen Me-
chanik. Dieses betftt eine allgemeine Eigenschaft der Natur voraKen. Isaac Newton machte die Be-
obachtung, dass wenn eirbkKper K1 eine KraftF,; auf einen zweiten Krper K2 augbt, K2 auch eine

Kraft F1, = — F»; auf K1 ausibt. Allgemeiner besagt dieses Axiofir fein System von Krpern:

3. Axiom. Ubt in einem System von Kérpern (Punktmassen) ein Korgier Kraft Fj auf den Korper |

aus, dann ubt Korper j auch eine Kralft; = —F}; auf den Korper i aus.

Besonders fbensichtlich wird dieses Gesetz, wenn wir versuchen ein sobsvGewichtiber eine Eis-
flache zu schieben oder wenn wir in der Schwerelosigkeit oraledthe Schraube festdrehen. Beachte,
dass dieses Gesetz nur eine Kraftkomponentefligttie auf einen Krper wirkt. Die Resultierende ist
nach dem Superpositionsprinzip die Summe alleiftey, F; = ZjN:fl F;; auf den Korperi.

Im Ubrigen zeigt das 3. Axiom, dass unsere vorherige Diskns#éo Planetenbewegung mit Fehlern
behaftet sein muss. Wenamlich die Sonne eine Kraft mit Beschleunigumgauf einen Planeten ailist,
dann muf die gleiche Kraft mit umgekehrten Vorzeichen aaifStinne wirken. Diese muss also auch mit
einer Beschleunigungs reagieren,

as = —%ap , (55)

die freilich viel kleiner ist, weil die tage Masse der Sonne sehr grol3 mf{/ms ~ 1/333000). Die
Beschleunigung der Erde isf ;R = (27/T)’R~ 0.6 cnys’ mit T = 365 25d undR = 1,5x 10°km, also
as ~ 0.02um/<%. Die Sonne wird ein klein wenig wackeln und nicht brav im Breuankt der Ellipse ste-
hen bleiben. (Die Wechselwirkung der Sonne mit den groR3esplaaeten bewirkt eine deutlichaskere

Bewegung der Sonne).

Anmerkung Das 3. Axiom impliziert, dass instantan eine Kraft auf derper K1 wirken muss, wenn

Korper K2 eine Kraft auf K1 augt. Dies verletzt allerdings das gut belegte Prinzip deudsdifit,
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demnach, grob besagt, sich Informationen maximal mit déulm-Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
konnen (fir jeden Beobachter). Folglich kann dieses Axiom der klabgis Mechanik auch nur eine
Naherung sein.

Dieses Problem wird dadurch beseitigt, dass man allen Iné&arphysikalischen Grundiiten ein
Kraftfeld zuordnen kann, in dem sichnderungen mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiténrien
(Feldtheorien. Das Feldubertagt die Kafte zwischen den &pern und wird dadurch viabergehend
Trager von Impuls und Energieokal bei einer Wechselwirkung mit dem Kraftfeld ist das 3. Axior e
akt giltig. Ein Korper K2 eréhrt hiernach erst dann eine Kraft, wenn sich dié&@tg des Feldes durch
den Korper K1 bis nach K2 ausgebreitet hat. Das erfolgt ualgehacht = cAR, wennAR den Abstand
von K1 und K2 darstellt.

Ein klassischer Vergleich &e hier ein sehr langes Seil, das an jedem Ende von jewerds Berson
festgehalten wird. Zieht Person K1 (Actio) an einem Endegwich eine Sirung entlang des Seils bis K2
mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Durch die Kemmivirkung von K1 auf das eigene Seilende,
erfahrt K1 direkt eine Gegenkraft (Reactio). Aber erst wenn diuhg K2 erreicht, wird auch auf K2
eine Kraft vom Seil ausggt (Actio). Die Kraft zwischen K1 und K2 breitet sich alss &l/elle auf dem
Seil, dem “Model-Kraftfeld”, aus.

Entwickeln sich Systeme dynamisch langsamer als die thpidaisbreitungszeit der Kraftfelder zwi-
schen den Krpern, dann &nnen wir dieses Problem dettardierten Feldemaber vernaclilssigen und das
3. Axiom auchuber grol3e Distanz als gegeben betrachten. Davon werddmexiim Themenkomplex

der klassischen Mechanik ausgehen.
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