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1 Axiome der Newtonschen Mechanik

1.1 Mathematische Beschreibung

Die Buhne der Newtonschen Mechanik ist ein dreidimensiondfaves metrischer Raur®. Der Raum
enthalt Raumpunkte. Der Raum hat den Koordinatenurspring E3. Der Verbindungslinie zweier
Raumpunkte, einem Punktepaar, ist ein Vektor aus einemidrensionalen Vektorraur’® zugeord-
net. “Differenzen” zweier Punkte al& sind also Elemente aug®. In E® werden die Position einer
Punktmassenoder eines Krpers mit vernackissigbaren inneren Freiheitsgraden durch eineP@rE3
angegeben, der durch d@mtsvektorr € V2 mit O verbunden isty ist der Abstandsvektor vom Koordi-
natenursprung. Wir nenneneinfach den Ortsvektor relativ Zi.

Eine Bewegung einer Punktmasse wird durch einen zeitadiigen Ortsvektor(t) mit Zeitparameter
t gegeben. Dies definiert eiBahnkurve oder Trajektorider Punktmasse, die durch die (stetige) Abbil-

dungr(t) : R — V2 gegeben ist.

Definition. Unter der Geschwindigkeit(t) und Beschleunigung(t) des Korpers verstehen wir die ersten

zeitlichen Ableitungen der Trajektorigt),

o(t) = %r(t) = (1) ; a(t) = %v(t) = i (t) . 1)
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Fur jeden Zeitpunkt erhalten wir also einen Geschwindigkeits- und Beschleurgguektor am entspre-
chenden Punkt(t) der Kurve. Aus Bequemlichkeit notieren wir diese (totaleeitlichen Ableitungen
mit 7(t) fur eine zeitliche Ableitung und mit(f) fir zwei zeitliche Ableitungen.

Unser VektorraunV? ist ein metrischer Raum.dngen und Winkel von Vektoren messen wir mittels
des Skalarproduktg, b) : V2 x V3 — R. Das Skalarprodukt hat die Eigenschaften

(a,by = (b,a), (2)
(a,b+c) = {a,b)+{a,c), 3)
(a,sb) = (sa,b), (4)
(a,a)?=11a|>0;|la|=02a=0. (5)

Der Winkelea, der durch die Vektorea undb aufgespannt wird, ist definiert durch aes- (a, b)/(|al|bl).
Folglich sind zwei Vektorem undb mit |al, |b| > 0 senkrecht oder orthogonal zueinander, wanrb) =
0, weil dann cos = 0. AulRer des Nullvektors Gt sich jeder Vektoa auf die Einheitsingele| = 1

durche = a/|a| normieren. Anschaulich ergil§e, a) die Lange des aué projizierten Vektorsa, da

5
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(e, a) = cosalal.

Desweiteren definieren wir ein Vektorprodukix b : V2 x V2 — V2 mit den Eigenschaften

axb = -bxa, (6)
ax(b+c) = axb+axc, (7)
bx(sa) = (sh)xa. (8)

Auch das Vektorprodukt hat eine anschauliche InterpiaiDer Betraga x b| = |a||b| Sina entspricht
der Fache der Parallelogramms, das vwrund b aufgespannt wird. Dies entspricht deshalb auch der
doppelten FAche des Dreiecks, das durch die Ortspufdi®, O} definiert wird. Die Richtung des Vektors
a X b entspricht der Flchennormalen der &the, in der sich dieses Dreieck befindet.

Aus den Eigenschaften des Skalarprodukts und des Vekthrgi® leitet man die folgenden drei Re-

lationen ab

ax(bxe) = bla,c)-cla,b), 9)

(a,bx c)

det(@,b,c), (10)

6
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(c,ax b) =det(a,b,c)
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g
a X b 4‘::: ““““ J
b+
C o
‘‘‘‘ ”
........... a
LO: “““
lax b = lal’bl® - Ka,b) . (11)

Die erste dieser Relationen besagt (‘BACCAB-Regel”; vgl. linkel uechte Seite der Gleichung), dass
sich der Vektor des Tripleprodukts in der Ebene befinden pdissiurchb und ¢ aufgespannt wird. Die
zweite Relation ist das Volumen des Spats oder des Parafiettq der durch die drei Vektoren b und

c aufgespannt wird. Es gibt demnach geometrisch einen Zusaimamg zwischen dem Skalar- und dem

Vektorprodukt. Die dritte Relation erhalten wir aus
la x b* = |al’|bf sina” = |al’|b*(1 - cosa®) = |al’bl” — |af’[bl* cosa?® = |al’b]* — Ka.b)* . (12)

Durch die Lineariat des Skalar- und Vektorprodukts, erhalten wir deswaeitéiezeitliche Ableitungen:

Sa.b0) = (@), b0 + (a). b (13)
Sl xb) = al)x b + al) x b0 (14)

und inshesondere
Slal = S(a.a(y) = 2a(). a(0) (15

8
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Hieraus folgt durch Anwendung der Kettenregel noch eineenaichtige allgemeine Relationamlich
d d 1 d > (a(t), a(t))
—la(t)| = — +{all),a(t)) = —————=—|a(t)|" = ————— . 16
q1o0! = g Véa(d). a(t) NG a®) iUl () (16)
Die letzte Relation sagt uns, dass sich der Betraga(®hentlang der Trajektorie(t) nicht andert, falls
die Anderunga(t) senkrecht au&(t) steht.

BezeichneG(r, r,t) den Wert einer Funktion beim Ort und fur eine Geschwindigkeit, dann ist

(Kettenregel)
dG(’"(%’t "9~ &ea.i0).0 (17)
oG . oG . 0G
= (%,r(t» + (ﬁ,r(t» 50 (18)
= (VG,r(t)) + (V.G,7#(t)) + % (29)

die zeitlicheAnderung vom Wer6 entlang der Kurve:(t). Die partiellen Ableitungen vo® werden an
der Steller = r(t) und7 = 7(t) ausgewertet. Man notiert hier {i¥G, dr) die Anderung & von G in
Richtung d unter der Voraussetzung, dassridt konstant sind. Ebenso i€7,.G, dr) die Anderung &
entlang @ 'unter der Voraussetzung, dassndt konstant sind.

Ublicherweise sucht man sich ein Koordinatensystem mitreBasis{es, e, es} unde; € V3, um
die Ableitungen mit “Nabla”v in einem konkreten Problem zu berechnen. Dadurclalernan eine
Koordinatendarstellungles Operators. Beachte, dass die Basisvektoren auch varraBiiangen drfen.

Fur ein Kartesisches, ortsunabigiges Koordinatensystem= xey + yey + ze, finden wir:

0 0 0 0G 0G 0G
V = -_— —_— —_— = — B — —_— N
G ax(GeX) + ay(Gey) + az(Gez) Ix ey + dy ey + o ey, (20)
0 0 0 0G 0G 0G
Vf.G = 8—)((66)() + @(Gey) + (‘)—Z(Gez) = &ex + a—yey + Eez . (21)

Fur eine Serie von algebraischen Opertationenobghman aber keine Koordinatendarstellung. Man
kann allgemeingltig fur jedes Koordinatensystem rechnen (koordinatenfreipcldiRechenregeln wie
die Produktregel

V(GH) = HVG +GVH . (22)
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1.2 1. Axiom: kraftfreie Bewegung

Der letzte Abschnitt listet die mathematische Struktur Besmes auf, auf der die Newtonsche Mecha-
nik abgebildet wird. Diese Struktur bildet im Wesentlichemsere Alltagserfahrung mit geometrischen
Objekten ab (relative Lage, Winkel, Aldstde). Tatachlich ist diese algebraische Formalisierung ein ele-
ganter Kunstgft, der geometrische Argumente auf eine algebraische Strokitiklaren Rechenregeln
ubertiagt. Diese Darstellung ist relativ neu und war z.B. zu Lelereiton Isaac Newton1643-1727)
in dieser Rille noch nicht bekannt. Deshalb sind viele Bewarsge in Newton’s bahnbrechender Arbeit
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica rein geois@te Argumente, die explizit durch Skizzen
geometrisch vorgéhrt werden. Die Entwicklung der modernen Mathematik alsa8ipe der Physik hat
uns das Leben in dieser Hinsicht enorm leichter gemacht.

Bisher wurde jedoch noch nichiiber die Modellierung physikalischer Gesetze in unserestebung
gesagt. Wie z.B. eigentlich die Trajektorie(t) der Punktmassen bestimmt werden. Ein entscheidender
Fortschritt in dieser Hinsicht wurde von Newton dadurchedtzdass er, basierend auf der Arbeit von Ga-

lileo Galilei (*1564+1642), eine Kraft nach ihrer Wirkung auf den Bewegungszuséaner Punktmasse

10
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definierte. Unter dem Bewegungszustand versteht man den

Definition. Impuls eines Korpers,
p(t) = mu(t) . (23)

Man betrachtet nun einen sehr speziellen Bewegungszustasikdrpers.

Definition. Unter einer gleichformigen Bewegung eines Korper entleingr Trajektorie versteht man

a(t) =0 ; %p(t) =0. (24)

Beachte, dass wir hier davon ausgehen, dass die Miadse Punktmasse eine Konstante ist, dib= O.
Diesen speziellen Zustand benutzt Newton, um die Abweseainer Kraft zu beschreiben (1. Axi-

om).

1. Axiom. Wirkt keine (resultierende) Kraft auf einen Korper, danrsisine Bewegung gleichformig, d.h.

p(t) = 0, oderwv(t) = 0, wenn m konstant ist.

Zusatzlich beschankt man diese Bedingung aufadte, die von physikalischen Kraftquellen, etwa durch
Wechselwirkung mit anderendfpern stammen ssen. Umgekehrt muss eine (physikalische) Kraft am
Werk sein, wenn sich der Bewegungszustand eiri@p&ts abweichend vagm(t) verandert.

Aus einer gleichbrmigen Bewegung ergibt sich, dass sich dérger mit konstanter Geschwindigkeit

v(t) = vy bewegen muss, oder dass die Bahn durch eine Gerdgfegageben ist, d.h.

v(t) = vo + ft dta(t) = vg = konst ; r(t) = ro + ft dtov(t) = ro + (t — to)vo . (25)

Unter dem Zeitpunkt, verstehen wir einen willirlichen Referenzzeitpunkt, zu dem die Position des

Korpersrg = r(to) ist.

1.3 Inertialsysteme

Die Konstruktion unseres RaumEes ist nicht eindeutig. Der Ursprun@ des dfinen Raumes kann etwa

beliebig gevahlt werden. Verschieben wir beispielsweise durch einst@slation den Ursprung vah

11
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nach? um den VektorO® = Ar, dann verschieben sich die Ortsvektoren der Trajektorid mgt) =
r(t) + Ar. Dies wirde nun die Trajektorielir einen alternativen Beobachter répentieren, der sich die
Bewegung des gleichendfpers von einem anderen Beobachtungspunkilangtr diesen alternativen
Beobachter re die gleichbrmige Bewegung aber immer noch gleigirhig, weil

2

, d
a'(t) = i

r'(t)=0 (26)
aufgrund der Konstanz vaofr.

Selbiges gilt, wenn wir die Orientierung des Beobachterangern, indem wir die Trajektorie mit
der Abbildung D :V3 — V3 rotieren, d.hr’(t) = Dr(t); D ist dadurch gegeben, dass es déngen der
Vektoren nicht veaindert,|Dr(t)| = |r(t)], und das diese nicht spiegelt. Dies sieht man wegen

d? d?

w’l" (t) = Ddtz

rt)=0, (27)
aufgrund der Konstanz der Abbildung D.

Was passiert aber, wenn sich der alternative Beobachter B&vrelm urspiinglichen Beobachter
B1 bewegt? Nehmen wir mal an, dass B2 die Orientierung von Blebaih aber seinen Ursprung
permanent verschiebt. Damit meinen wir, dass die Traoslatit Ar(t) zeitablangig ist. B1 wurde sagen,
dass B2 in Bewegung ist. Das gleiché&nde naiirlich B2 auch von B1 behaupten. Die gleiohhige
Trajektorie einer Punktmasse, die B1 beobachtgtehaus Sicht von B2 nun die Beschleunigung

&z d?

preid (1) = @Ar(t) . (28)
Diese ist nur dann verschwindend Null, wenn ex&k(t) = 0, also die Verschiebung des Ursprungs linear
in der Zeit ist,

Ar(t) = (t - to)Av + Ar(to) ; (29)

Av undAr(tp) sind hier konstant. Folglich kann das 1. Axiom niciat &lle Beobachterigtig sein!

Man definiert deshalb Beobachter-Bezugssysteme, in denkralicPunktmassen, auf die keine
Krafte anderer Krper wirken, gleichbrmig bewegen alkitertialsystemeAus der obigen Argumentation
geht hervor, dass diese Bezugssysteme eine Klasse von Beafizlden, deren beobachtete Trajektorien
durch die

12
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Ar = r(tp)
Av = v(tg)

Definition. Galilei-Transformation
r'(t) = r(t) + (t — to)Av + Ar(tp) (30)

mit einemkonstantem\v und Ar(ty) ineinanderiberiihrt werden Bnnen. Der Einfachheit halber neh-
men wir hier an, dass alle Inertialsysteme die gleiche @gaimg besitzen. Hierbei igfv die Relativ-
geschwindigkeit der Inertialsysteme. Folglich untersddie sich die Geschwindigkeiten der Trajektorien

beobachtet in zwei Intertialsystemendhstens um eine Konstante
Er’(t) - Er(t) =v'(t) —v(t) = Av (31)
at a7 I

also um deren Relativgeschwindigkeit.
Nochmal: Das 1. Axiom ist nur in einem Intertialsysteiiitg. Ein Beobachter mit#(t) # O relativ
zu einem Intertialsystem wird im Allgemeinen keine gleiimhige Bewegung eines &ftefreien Punkt-

teilchens beobachten! Wir werden diesisgy anhand von Beispielen illustrieren.

13
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Anmerkung Wir haben hier stillschweigend angenommen, dass alle Bsyatgsne den gleichen Zeit-
parametett — die “absolute Zeit” — verwendendknen. Dies bedeutet, alle Beobachter trgein iber
gleich schnell laufende Uhren, die problemlos synchrenisverden knnen. Beobachtungen im 20. Jahr-
hundert haben aber gezeigt, dass sich Li¢injédenBeobachter, ob im Intertialsystem oder nicht, mit
gleicher Geschwindigkeit ausbreitet. Insbesondere idlén die Trajektorien von Lichtstrahlen in zwei
Intertialsysteme mit GeschwindigkeitfigirenzAv Uberraschenderweise immer(t)| = |v(t)|, im ekla-
tanten Widerspruch zur Galileo-Transformation! Es stedich heraus, dass die Galileo-Transformation
nur raherungsweisaif nicht-relativistische Geschwindigkeitan < c gultig ist. Der Widerspruch in der
Beobachtung der Lichttrajektorien konnte nur durch eine&gigkeit der Zeitmessung vom Beobach-
ter aufgehoben werden. Diesimdete schliesslich in die Formulierung der Speziellen tRelatstheorie

durch Albert Einstein*(L879+1955), die wir in der Vorlesung gper noch besprechen werden.

1.4 2. Axiom: Kraftdefinition

Das 1. Axiom beschreibt den Fingerabdruck einer wirkendeaftkohne zu sagen, wie sich diese quanti-
tativ auswirkt. Dieses Manko wird vom 2. Axiom behoben. B®beschreibt, wie sich eine Kraft auf ein

Punktteilcheniir einen Intertialsystem-Beobachter genau auswirkt:

2. Axiom. Eine Kraft F'(t) zum Zeitpunkt t andert den Bewegungszustand eines Kdtpesis
d
P = ma(t) = F(1) . (32)

Die Wirkung der Kraft ist eine Beschleunigumg= F'/m, die einen Krper von seiner gleicbfmigen
Bewegung abbringt. Da die Beschleunigung ein Vektor ist, nalss auch eine Kraft vektoriell sein.
Desweiteren reagiert nicht jededkper mit der gleichen Beschleunigung auf die gleiche Kraiié, man
leicht im Laboruberpiifen kann, z.B. mittels einer Feder und mehrerer Gewichtggdne Massen mit
groReremm reagieren mit einer kleineren Beschleunigung und vice versa

Empirisch findet man au3erdem, dass sichft&F; verschiedener Quellen, die auf das gleictipger

wirken, vektoriell addieren, d.h. man findet das&uzgche

14
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Definition. Superpositionsprinzip von Kraften,

Ng
ma(t) = F(t) = ) F(). (33)
i=1

Deshalb knnen sich verschiedene &te auch ausgleichen und so in der Summe keinen Einflusseauf d
gleichformige Bewegung einesdfpers haben. Wir machen uns beispielsweise dieses Prandiutze,
um Krafte auf ausgedehntedper zu betrachten. Hier wird der ausgedehntepér als Summe eines
Kontinuums von Punktmassen beschrieben, die alle indelidhetrachtet werden.

Natirlich wurde bis jetzt nichtsiber die Natur der Kifte gesagt, die auf eindfper wirken. Wir
wissen nur, wie wir die Trajektorie zu \@amdern haben, wenn Kite auftreten. Die Details der Natur der
Krafte missen im Rahmen einer physikalischen Theorie ausgearb@tden. Es ist dennoch plausibel
anzunehmen, dass eine Kraft sich mit dem Ort ein@p&rs und mit der Zettandern wird, eventuell auch
mit dessen Geschwindigkeit. Eine dynamische Beschreibarspeht deshalb die zeitliche Entwicklung
des Orteg(t) eines Korpers und die der Kafte zusammen zu modellieren. Widrknen dies formal als
Differentialgleichung 2. Ordnung schreiben

2

m
dt?

r(t) = F(r(t), r(t),1), (34)

oder alternativ als Dierentialgleichung 1. Ordnung des Zustandsvektor-Pais % (t)),
F(r(t), r(t),t)/m
(r(®). 7(t). )/ ] | )

dfr@® |_
dt] 7 (t) 7(t)

Die Kenntnis eines physikalischen Modells #' vorausgesetzt, bestimmt diesef®rentialgleichung die

Trajektorier(t). Da dies eine Oterentialgleichung 2. Ordnung ist, ist die Trajektorie duden Anfangs-
ort r(to) und der Anfangsgeschwindigkai(ty) = 7(tp) eindeutig bestimmtAnfangswertproblein Eine
Losung &3t sich auch eindeutig durch zwei Ortg;) und r(t;) bei verschiedenen Zeitpunkten bestim-
men, falls diese durch einedsung verbunden werdefknen Randwertproblem

Man bezeichnef'(r(t), r(t),t) als Kraftkurve Dies ist die Kraft, die zu einem Zeitpunktauf die
Punktmasse der Geschwindigkeft) beim Ortr(t) wirkt. Die Kraftkurve definiert ein Vektorfeld entlang

der Trajektorier(t).

15
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Haufig kann man eikraftfeld ﬁ’(m,t) angeben. Dies definiert die Kraft auf eineriger, wenn der
sich an einem bestimmten Punktbefindenwirde Ist das Kraftfeld die einzige Kraftquelle, dann ist
die Kraftkurve durchF'(r(t),t) = ﬁ‘(r(t),t) gegeben; mathematisch ist das die Hinteinanderschadteing
Abbildung F'(x, t) undr(t). Ublicherweise kann man die Kraftkurve als Kombination sikeaftfeldes
und einer zuatzlichen Kraft wie etwa einer Reibungskrdftoc —wv(t)|v(t)|" mit n € {0, 1} darstellenif =
0: Gleitreibung;n = 1: Luftreibung). Eine Haftreibung ist komplizierter, weilese auch von der Kraft
abhangt, mit der zwei Materialien zusammengazkt werden.

Als einfaches Beispiel mit analytischelbsung fir »(t) betrachten wir eine konstante Krafft =
konst, die auf eine Punktmassa wirken soll. Ein solcher Fall ist z.B. in etwa an der Erdoliafie
gegeben, wo eine konstante Gravitationskiaft= mg senkrecht zum Horizont auf alledfper wirkt.
Das 2. Axiom sagt uns, dass deshalb eine konstante Besaegng| ~ 9.81 m/s® auf die Punktmasse

einwirkt. Die Trajektorie erllt man nun durch zweifache Integration vawi(t) = mg nach der Zeit,

v(t) = v+ [ dt'g = vo + (t —to)g ; (36)
rt) = ro+ fto dt’ v(t') = ro + (t — to)vg + %(t —19)%g . (37)

Diese Trajektorie beschreibt eine Parabel mit= r(tg) und vy = v(tp) als Integrationskonstanten, die
sich aus den Anfangsbedingungen ergeben. Im zweiten Sbhken wir die Integrationsvariable nach

s = t — ty geandert. Besonders einfach wird die Form der Trajektorie,nw&im in ein Intertialsystem

mit Av = vg und Ar = ro, wechseln. Die Bewegungsgleichung ist nti(t) = %(t — t9)?g (Krafte sind
invariant bezgl. der Galilei-Transformation); wir beohten also nur eine Punktmasse die aus der Ruhe
v’(tp) = 0 nach untendllt. Fir diesen neuen Beobachter B2 kommt die Parabelform, von demdere
Beobachters B1 berichtet, also nur dadurch zustande, dasB kieoch zuatzlich gleichbrmig mit—Awv

beweqgt.

Anmerkung Kennen wir alle Positionen und Geschwindigkeiten allerkumassen zu einem Zeitpunkt
to und die Physik der Kafte zu allen Zeitem, dann lkbnnten wir im Grunde die dynamische Entwicklung

des Systems zu jedem Zeitpunkt in der Zukun#,ty, vorhersagen odetickwirkend fir jedem Zeitpunkt
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t < tg in der Vergangenheit rekonstruieren. Die klassische Meikhiat demnach deterministisch, so wie
es durch den Laplacescheamon von Pierre-Simon Laplacél{f49+1827) zum Ausdruck gebracht
wurde.

Diese Betrachtungsweise musste im 20. Jahrhundert durcAudksmmen der Quantenphysik aber
revidiert werden. Hier sind einzelne Positionen und Gesutiigkeiten zudllig, aber dafir ist die Ent-
wicklung der Wahrscheinlichkeitsverteilung, denen Rosén und Geschwindigkeiten folgen, determini-
stisch. Sollte die Streuung der Wahrscheinlichkeitsvierigen von Orten und Geschwindigkeiten klein
sein, dann ist die klassische Beschreibung eine sehr giltedng. Dies ist in der makroskopischen Welt
der Fall.

1.5 Kreisbewegungen

Die dynamische Beschreibung zielt also darauf ab, die Teilthjektorien aus Anfangsbedingungen
undoder Randwertbedingungen abzuleiten. Winken das Problem aber auch umgekehrt betrachten.

Falls wir die Trajektorier(t) kennen, Bnnen wir fragen, welche Kraft notwendig ist, um eidrider auf
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dieser Bahn zu halten. Das wollen wir nun mal anhand zweiepie#ésdemonstrieren.

Nehmen wir erstmal an, wir beobachten einérper, der sich ausschliesslich auf einer Kreisbahn
mit RadiusR bewegt. Der Ursprun@ sei 0.B.d.A. im Mittelpunkt des Kreises, dJr(t)] = R = konst.
Offensichtlich findet die Bewegung auch nur in einer Ebene stattKreisebene. Die Bthennormale
dieser Bahnebene sei der Vekigy Es ist also immete,, r(t)) = 0. Desweiteren sei der Vektey, =
r(to)/R die Richtung des Krperortes zum Zeitpunkp und ey = e, X ex ein Einheitsvektor senkrecht
Zu e, und ey. Hierdurch definieren wir ein orthonormales, zeiturdatdiges Koordinatensystem mit den
Basisvektorerie,, ey, e,}. Dieses benutzen wir, um die Trajektord) mittels einer einzigen Variablen
bzw. Koordinated(t) zu parametrisieren,

(38)

_ [ Rcosd ]
r(t) = Rcosh(t)ex + Rsind(t)ey =: :

Rsin®

Dies beschreibt durch das zeitdgnlgiged(t) jedebeliebigeKreisbewegung mit RadiuR (im Inertialsy-
stem, in dem der Kreis in Ruhe ist). Der Vektgrtaucht hier nicht mehr auf, weil sich der Ursprufigm
Mittelpunkt des Kreises befindet. Um uns das Leben einfaohenachen, schreiben wir den @(t) auf
der rechten Seite in Koordinatenschreibweise als12Matrix. Es ist einfach zu zeigen, dass sich diese
Matrix wie ein Vektor ausR? verhalt, wenn wir Vektorenr € V2 der Kreisebene addieren, subtrahie-
ren oder mit Skalaren multiplizieren. Zatzlich lassen wir im Folgenden das Zeitargumemi(i) weg,
behalten aber in Erinnerung, dassxplizit zeitablngig ist.

Wir fragen uns nun, welche Kraft bei{t) dieser Bewegung entspricht. Nach dem 2. Axiomdien

gen wir dafir die zweite Ableitung nach der Zeit vor{t), da F = m#*(t). Wir beginnen mit der ersten

Ableitung,
d .| —sin@ .
v(t) = =r{) =R =: Roey . (39)
dt + cosd
Wir haben hier einen neuen (zeita@igigen) Einheitsvektag, := — sinfey + cosfey eingefihrt. Dieser

ist tangential zum Kreis bei(t), wovon man sich durckey, r(t)) = 0 Uberzeugen kann.f@nbar ist die

Geschwindigkeit des &rpers immer tangential zur Kreisbahn! Diesen Ausdrudkitewir jetzt nochmals
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ab:
—cosf

—siné

d .| —siné . . .
a(t) = —v(t) = RO + R#? =: Rbey — RAe, =: ayey + ave; . (40)
dt + cosfd

Nun iste, := cosbey + sinfey ein Einheitsvektor, der vom Kreismittelpunkt in Richtun@) zeigt: der
Radialvektor. So wie, ist e, zeitabhaengig undalift mit der Bewegung desdfpers mit. Die Vektoren
{er, ey, €;} definieren eine zeitaldimgige Basis: ein krummliniges Koordinatensystem.

Wir finden also i.A. zwei Komponenten der BeschleunigungeBfomponentey, = Rd tangential
zum Kreis und eine weitere Komponeiate= R4?, die den Korper in Richtung des Zentrums beschleunigt.
Die Komponent&, kann nur den Betrag der Bahngeschwindigke(t)| = |[Rfe,| verandern, weil diese in
Richtung vonv bzw. e, wirkt. Die Komponente, ist senkrecht zw(t), weshalb diese nur die Richtung

abernichtden Betrag vor(t) andern kann. Erinnerun§|v| = (v, v)/|v|.

Definition. Die Beschleunigung,eentsprechend der Radialkraft
F, = mRy? (41)
nennt man die Zentripedalkraft.

Rotieren wir etwa einen Stein an einer Schnur mit konstaniek&lgeschwindigkeito = 6, dann muss
die Schnur eine Krafe, auf den Stein auigben, um diesen auf der Bahn zu halten.

Wir sehen uns nochmal kurz die Bahngeschwindigkeit in Gl) [8@)| = R9(t) an. Wir wissen, dass
sowohley als auche, in der Ebene liegen, die senkrecht zur Bahnnormajest. Ausserdem sind, und
e, senkrecht zueinander. Deshaliinken wir wegen der Eigenschaften des Vektorprodekts e, X e,
schreiben und

v(t) = Ri(e, X ;) = (Oe,) x (Rey) = w(t) x r(t), (42)

wobei w(t) := 6(t)e, und r(t) = Re,. Wir kdnnen also die Bahngeschwindigkeit einer ki@isfigen
Trajektoriew(t) als Vektorprodukt der vektoriellen Winkelgeschwindigke und dem Ortsvektor:(t)
angeben. Diese Relation gilt auch noch, wenn wir den Urspsemirecht zur Bahnebene utw ver-

schieben, dav x Ar = 0. Aber nicht mehr bei Verschiebungen des Urpsrungs in den&adne. Die
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Drittes Keplersches Gesetz

Richtung vonw definiert die Orientierung des Bahnebene, wohingegen dea®eft) = |w(t)| die Win-
kelgeschwindigkeit zum Zeitpunkist.

Beachte, dass wir in der Schreibweisf) x r(t) kein Basissystem mehr brauchen, um die Geschwin-
digkeit v(t) zu beschreiben. Dieser Ausdruck kgtordinatenfrei Zusatzlich kbnnen wir nun auch die

Beschleunigung koordinatenfrairfdie Kreisbahn angeben:
a(t) = %v(t) = w(t) X r(t) + w(t) x v(t) = w(t) X r(t) + w(t) X w(t) x (1) . (43)

Der erste Ternauf der rechten Seite verschwindet, falikonstant ist. Falls nicht, entspricht er aber nur
einer Beschleunigung, die senkrechtZt) odere, ist, dar(t) ein Faktor des Vektorprodukts ist. Diesem

Term entspricht also die Beschleunigung in deezgenkrechten Ebene, so dass dem anderen Term
F = mw(t) x w(t) x r(t) (44)

die Zentripedalkraft in vektorieller, koordinatenfrelesrm entsprechen muss.
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Anmerkung Isaac Newton benutzte den Ausdruck der Zentripedallaft mRo2, um das Gesetz der
Gravitationskraft folgendermal3en zu raten [2]. Inm wardi#dte Keplersche Gesetz bekannt, demzufolge
bei Planeten-Kreisbahnen ein Zusammenhang zwischen deutheitT und dem BahnradiuR besteht:
R®/T? = konst =: C. AuRerdem wusste man wegen des zweiten Keplerschen @gse#ss ein Planet
auf der Kreisbahn sich mit konstanter Winkelgeschwindigke= w bewegen muss. Da aber= 27/T
folgt R*%w? = C/(2r)? oderRw? = C/(2r)?/R?. Folglich muss ein solcher Planet mit der Zentripedalkraft
F, = mC/(2r)?/R?> « 1/R? angezogen werden. Da die Proportiorgatikonstante nicht vom Planeten
im Sonnensystem aBhgt, kann diese nicht von der Masse des Planeteargjam. Die eigentliche Lei-
stung Newtons bestand allerdings in diesem Zusammenhaimg Ziazeigen, dass die gleiche Kraft auch
elliptische Bahnen erklt (erstes Keplersche Gesetz) und dass dilegdamals bekannten) gravitativ
gebundenen Systeme beschreiben kann (z.B. das Erde-Motehtyke Jupiter-Monde, Erdanziehung
an der Erdoberfiche, Kometen).

Abschlie3end sei noch eahint, dass nur ein Beobachter eine Kreisbah¥ wie in Gl. (44) beob-
achtet, wenn sich der Kreismittelpunkt in Ruhe befindet. datielere Inertialsystemiwde eine Galileo-

Transformierte des Kreises beobachten, was im Allgemesimear spiralbrmigen Bewegung entspricht.

1.6 Bahnbewegung entlang Ellipseh

Wir wollen hier die vorangegangetitberlegung etwas verallgemeinern, um herauszufinden, akannzh
elliptische Bahnen nur durch eine Zentralkraft arkeh kann, und wenn ja, wie diese aussehen muss.
Die wichtige Neuerungifr das Modell des Sonnensystems in der Beschreibung von deh&epler
(*157141630) war die Interpretation, dass sich di@ggen Planeten auf elliptischen Bahnen bewegen
und dass sich die Sonne in einem der Brennpunkte der Elliggedbe (erstes Keplersche Gesetz). Die
grolRe Halbachse der Ellipse sgidie kleineb. Die Elliptizitat e ist definiert durche = 1 — b?/a2. Der
kleinste Abstand des Planeten von der Sonnp,ist a(1 — €) (Perihel), der gil3tea, = a(1 + €) (Aphel).
Ein Kreis hat als& = 0 odera = b unda, = p,; dieser wird somit automatisch in dieser Betrachung mit
bericksichtigt. Durcha, b, €} ist die Form der Ellipse vollgindig gegeben. Um die Position des Planeten

auf der Ellipse zu definieren, verwenden wir degitabhangigerPhasenwinkeb. Wir definieren, dass
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a(l—é?)
1+ ecosb

r(6)

sich der Planet im Perihel beéi= 0 befinden soll. Aus der Theorie der Ellipsen folgt 6en Abstand(6)

zwischen Planet und Sonne
_a(l- €?)

== -7 45
1+ ecosd (45)

r(6)

Wir wahlen nun einen Beobachteirfden die Sonne sich im Ursprung und in Ruhe befindet. Der
Ortsvektor des Planet ist damift) = r(6)e,, wobei wir der Einfachheit halber wieder die Zeitalolgig-
keit von6 und dem Radiusvektar, = cosfe, + sinfey nicht direkt angeben (in dieser Darstellung zeigt
ey in Richtung des Perihels).

Was ist nun die Beschleunigung, die auf den Planeten wirlkezBiten zwei Zeitableitungen velt)

sind (Produktregel)

o(t) = dgr(t) = P(O)e + r(e)[ ~osing ] — H(0)e, + 1 (6)dey , (46)
t +6cosd
2 ) o o . . [ -6 cosh ]

a(t) = ﬁr(t) = T(0)er +1(0)0es +1(0)ey +r(0)0es + 16 47
L —#sing
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F(0)e, + 21(0)0ey + 1 (6)de, — r6%e; (48)

= (f() — r6e; + (2((0)0 + rb)es . (49)

Beachte, dass wir hier unsere Kenntnis v@#) noch nicht verwendet haben. Wir tun das ersitep
um die Formeln einfach zu haltentuiFdie Physik der Planetenbewegung gehen wir davon ausddass
Kraft eine Zentralkraft der Sonne ist, also ist die Beschiguimg tangential zum Radiusvektor, sprich der

Koeffizient vorey, Null,
2((0)0+r(0)0 =0 = 2(O)r(0)0 +r(H)?6=0 = %(ér(e)z) =0. (50)

Wir beobachten hier, dass dieser Kagent die Zeitableitung voar ()2 darstellt, somit ist. = 6r(6)?
eineErhaltungsgroR3eweil diese nicht mit der Position des Planeten auf der Batdert.

Geometrischdl3t sichL als doppelte Fiche des Dreiecks interpretieren, das w@ und der infini-
tisimalen Bewegungu(t)dt, e;) = r(6)9 senkrecht zum Radiusvektor aufgespannt wird. Dies ist aso d
zweite Keplersche Gesetz! Es ist eine direkte Folgerungrens-orderung, dass die Kraft nur in Rich-
tung des Radiusvektors wirken darf. Beachte, dass wir bisherhaupt noch nichtgber die konkrete
Bahnform gesagt habeh;ist bei allen Zentralkraftproblem eine Erhaltungsge.

Wir machen jetzt weiter, um die Zentralkraft der Ellipse kpzu bestimmen. Die Zentralbeschleu-

nigung muss in Richtung vo# wirken, also ist
2

r)
Der zweite Schritt nutzt die Erhaltunggddel, die wir eben gefunden haben. Was ist at{€)? Rir die

a, = t(6) — r(6)6? = r(6) - (51)

Antwort muss man ein wenig mit der konkreten Bahnfar@) arbeiten (Kettenregef ist die einzige

Variable hier):

d a(l- € . esing _ esing

d—ztr(e) “{+ ccost)? e(—sing)g = —a(21 — or(9)? = agl — L (52)
d . L - L €C0Ss0 L 1 1
'@ = 1O =75 0€c0% = 1 31— ~ 102 (r(e) Tal- 62)) Y

Der letzte Schrittifir r'(9) verwendet die explizite Form var§d) fur den Terme cosd. Schliel3lich erhalten
wir

L2 L2 B L2 B Lz L2 1
r@@3 r@@3 a(l-e)r@)? r(H)3

& =7(0) - = Tl " TR (54)
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Dal, a, e Konstanten sind, ist die Zentralkraft also proportionah¥ir|?> oderF o« —m/|r|?e; = mr/|r|?,
genauso wie im Falle der Kreisbewegung. Folglich kann manetliptische Planetenbewegung auch
durch eine Zentralkraft erldken, wenn sich die Kraftquelle — die Sonne in diesem Fall eimem der
Brennpunkte befindet.

Diese Betrachtung hier geht fialich den falschen WedJblicherweise haben wir ein gegebenes Sy-
stem von Kirpern und eine physikalische Beschreibung deifterzwischen diesen. Daraus wollen wir
dann die Trajektorien vorhersagen. Insbesondere sagtiarnsbaye Diskussion nichts daver, ob ein
Kraftgesetz wie das hier gefundene nicht auch andere BallmEtHipsen oder Kreise zabkst. Wir niissen

uns also im Folgenden mehr Gedankirer die Losung von Bewegungsgleichungen machen.

1.7 3. Axiom: Actio=Reactio

Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, behandeln wir nochetiete Axiom der Newtonschen Me-
chanik. Dieses betti eine allgemeine Eigenschaft der Natur voraKen. Isaac Newton machte die Be-
obachtung, dass wenn eirdkper K1 eine KraftF,; auf einen zweiten Krper K2 au#bt, K2 auch eine

Kraft Fy, = —F3; auf K1 ausibt. Allgemeiner besagt dieses Axiofirfein System von Krpern:

3. Axiom. Ubt in einem System von Kérpern (Punktmassen) ein Korgier Kraft Fj auf den Korper |

aus, dann ubt Korper j auch eine Kralt; = —F}; auf den Korper i aus.

Besonders fiensichtlich wird dieses Gesetz, wenn wir versuchen ein sobsvGewichtiber eine Eis-
flache zu schieben oder wenn wir in der Schwerelosigkeit oraledthe Schraube festdrehen. Beachte,
dass dieses Gesetz nur eine Kraftkomponentefliettie auf einen Krper wirkt. Die Resultierende ist

N¢

nach dem Superpositionsprinzip die Summe allexfi€, Fi = -

 Fij auf den Korperi.

Im Ubrigen zeigt das 3. Axiom, dass unsere vorherige Disknss#o Planetenbewegung mit Fehlern
behaftet sein muss. Wenamlich die Sonne eine Kraft mit Beschleunigumgauf einen Planeten ailist,
dann muf3 die gleiche Kraft mit umgekehrten Vorzeichen aaifStinne wirken. Diese muss also auch mit
einer Beschleunigungs reagieren,

as = _%ap , (55)
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die freilich viel kleiner ist, weil die tige Masse der Sonne sehr grol3 mf{/ms ~ 1/333000). Die
Beschleunigung der Erde is , R = (27/T)?R ~ 0.6 cnys? mit T = 365 25d undR = 1,5x 10 km, also
as ~ 0.02um/s%. Die Sonne wird ein klein wenig wackeln und nicht brav im Breuankt der Ellipse ste-
hen bleiben. (Die Wechselwirkung der Sonne mit den groResplaaeten bewirkt eine deutlichaskere

Bewegung der Sonne).

Anmerkung Das 3. Axiom impliziert, dass instantan eine Kraft auf desrper K1 wirken muss, wenn
Korper K2 eine Kraft auf K1 augt. Dies verletzt allerdings das gut belegte Prinzip deudsdift,
demnach, grob besagt, sich Informationen maximal mit déulm-Lichtgeschwindigkeit ausbreiten
konnen (fir jeden Beobachter). Folglich kann dieses Axiom der klaksis Mechanik auch nur eine
Naherung sein.

Dieses Problem wird dadurch beseitigt, dass man allen Inéd@arphysikalischen Grundkiten ein
Kraftfeld zuordnen kann, in dem sichnderungen mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiténrien
(Feldtheorien. Das Feldubertiagt die Kafte zwischen den &pern und wird dadurch viabergehend
Trager von Impuls und Energieokal bei einer Wechselwirkung mit dem Kraftfeld ist das 3. Axiora e
akt gultig. Ein Korper K2 erfihrt hiernach erst dann eine Kraft, wenn sich digrn&tg des Feldes durch
den Korper K1 bis nach K2 ausgebreitet hat. Das erfolgt ualgehachAt = cAR, wennAR den Abstand
von K1 und K2 darstellt.

Ein klassischer Vergleich &ve hier ein sehr langes Seil, das an jedem Ende von jeweéds Berson
festgehalten wird. Zieht Person K1 (Actio) an einem Endegsich eine Sirung entlang des Seils bis K2
mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten. Durch die Kemfivirkung von K1 auf das eigene Seilende,
erfahrt K1 direkt eine Gegenkraft (Reactio). Aber erst wenn di@uhg K2 erreicht, wird auch auf K2
eine Kraft vom Seil ausg@gt (Actio). Die Kraft zwischen K1 und K2 breitet sich alss &l/elle auf dem
Seil, dem “Model-Kraftfeld”, aus.

Entwickeln sich Systeme dynamisch langsamer als die thpigaisbreitungszeit der Kraftfelder zwi-
schen den Krpern, dann &nnen wir dieses Problem dextardierten Felderaber vernaclissigen und das

3. Axiom auchuiber grol3e Distanz als gegeben betrachten. Davon werddmexiim Themenkomplex
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der klassischen Mechanik ausgehen.
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2 Einkorperproblem

2.1 Arbeit

Wir konnen die Wirkung der Kraftkurvé'(r(t), »(t), t) auf einen Krper auch so verstehen, dass diese

physikalisch die Arbeit W = (F', dr) an dem Krper verrichtet. Deshalb:

Definition. Wir bezeichnerW = (F', dr) als die Arbeit, die an einem Korper geleistet wird, um diesen
umdr im Kraftfeld zu verschieben. Unter der Leistung P versteherdigiArbeit, die pro Zeiteinheitt

geleistet wird, also P= dW/dt = (F',dr)/dt = (F',r) = (F, v).

Bei einer gleichbrmigen Bewegung wird wegeR = 0 keine Arbeit am Krper verrichtet, & = 0. Es
wird aber auch keine Arbeit geleistet, wenn eine nicht-el@ngndende Kraft senkrecht zur Bewegung
dr = dv dt steht, weil auch dannWl = 0. Folglich kann nur dann Arbeit an einendier geleistet wer-
den, wenn eine Kraih Richtung der Bewegungirkt und so den Betrag der Geschwindigkeitaedert.
Anders ausgedickt: Krafte kbnnen wirken, ohne notwendigerweise Arbeit zu leisten. ke Korper,
der sich mit konstanterw| auf einer Kreisbahn bewegt, wird demnach physikalische&dirbeit gelei-
stet. Die Arbeit hat ein positives Vorzeichen, wenn die KimRichtung der Bewegungrdwirkt und vice
versa.

Wir betrachten erstmal nur Kraftfelddr(x), die ausschliel3lich vom Ot abhangen. Was ist die
gesamte ArbeitN(to, 1), die ein Korper erihrt, wenn sich dieser auf einer Kurvé) von r(tg) =: 7o
nachr(ty) =: r, bewegt? Die Antwort erhalten wir, in dem wir alle infinitisihen Arbeitsschritte \d/(t)

zu den Zeitpunktehentlang der Trajektorie aufaddieren, oder durch das lategr

W(to, 1) = ft T AW() = ft Gt P(t) = ft At (F (). (1) = f " F). dry | (56)

Dieser Ausdruck ist mathematisch &Wegintegrakentlang der Trajektorie(t), die mit dem Zeitparameter
t parametrisiert wird; zum Zeitpunkwirkt die Kraft F'(r(t)).
Man kann zeigen, dass das ErgebWttg, t;) unablangig von der Wahl der Parametrisierung der

Kurve r(t) ist. Wir kdnnten also eine neue (stetig undfelienzierbare) Parametrisieruogt) : R — R
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der Bahnkurve mit(oo) = r(tg) undr(o1) = r(ty) einfuhren und viirden exakt den gleichen Weiirf

W(o, 071) erhalten.

2.2 Kinetische Energie

Es gibt nun zwei Perspektiven, von denen aus wir dieses \téggal betrachtendnnen. Einmal sagt uns
das 1. Axiom, dass der Kraff eine Beschleunigung = F'/m entsprechen muss, also

{1 1 {1

Wit = | dtmia(), #(0) = |~ dmei), #(0) = tmgiwmfm%:%mmﬁ—%uwﬁ
0 0 0 (57)

Definition. Wir bezeichnen

T = TP (58)
2
als die kinetische Energie eines Korpers der Masse m unédschwindigkeiv.

Also entspricht der Arbeit an einemiiper einelAnderung seiner kinetischen Energie,
W(to, tz) = T(tz) — T(to) . (59)

Die kinetische Energie achst an, wenn die Kraft in Richtung der Bewegung wirkt, wéil€ (F, dr),
und ist negativ im umgekehrten Fall. Deswegen wird die kscee Energie eines Steins, der nach unten

fallt, entlang der Trajektorie anwachsen.

2.3 Potenzielle Energie

Die Einfuhrung vonT hat keine Einzelheitefiber das Kraftfeld beitigt. Das bringt uns zur zweiten
Perspektive. Stellen wir uns eine geschlossene Trajektor, die den Krper vonrg nachr; bringt und

dann vonr, wieder nachr, := r(t,) = ro. Die gesamte geleistete Arbeit ist in diesem Fall:

W(to, tl) + W(t]_, tz) = W(to, tz) = f <F(’I‘), d7‘> . (60)
Basierend auf Gl. (60) definiert man sich eine spezielle Kass Kraftfeldern.
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W (t1,12)

W (to,t1)

r(to) = r(t2)

Definition. Man bezeichnet Kraftfelder als konservativ, wenn die Intiegnaliber einen beliebigen ge-

schlossenen Weg

95(F(’r), dr)=0 (61)
ergibt.
Die Bezeichnung “konservativ” er&it sich dadurch, dass hiermit eine Erhaltungsge entlang der
geschlossenen Trajektorie verbunden ist. Kehren wir asb einebeliebigenRundreise durch ein kon-

servatives Kraftfeld zum urspnglichen Ausgangspunkg zuriick, dann wurde durch das Kraftfeld in der

Summe keine Arbeit an demdfper geleistet. Aus diesem Grund ist
W(to, t) = -W(t1, t2) . (62)

Wir kdnnen deshalb jedem Raumpunkt eine skalak&rzuordnen, die wir ajgotenzielle Energie
bezeichnen. Diese ist beidie Arbeit, die das Feld verrichtet, um derdiper von einem Referenzpunkt

1o Nachr zu bewegen. Weil dies wegunabiyig ist, ist diese wohldefiniert.
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Definition. Fur ein gegebenes konservatives Kraftf€ldezeichnen wir

U(ry) = —f (F(r"),dr’) = f (F(r"),dr") (63)
T0 1
als potenzielle Energie des Kraftfelde%r) beir; beziiglich des Referenzpunkigs

Die DifferenzU(r;) — U(r1) sagt uns, wieviel Arbeit verrichtet wird, wenn wir derokoer vonr;
nachr, transportieren. Diese Berenz ist die einzige hier physikalisch relevant®@, weshalb auch
die Wahl der Referenzpunktes unerheblich istf®enzen votJ (r) sind unabhngig vonry. Das negative
Vorzeichen @ir U wird hier gewahlt, um sicherzustellen, dass die potenzielle Eneagremmjf wenn die

Kraft entgegerder Bewegungsrichtung wirkt.

2.4 Gesamtenergie
Vergleichen wir nun Gl. (59) und (63), dann finden wir
T(t) = T(to) = U(r(t)) - U(r(tw) (64)
oder einfach den Erhaltungssatz @samtenergie
m. ..
E|fr(t)| + U(r(t)) = E = konst (65)

E bleibt also entlang der Trajektorie in einem konservatigeaitfeld erhalten. Alle bekannten physikali-
schen Grundkifte auf mikroskopischer (atomarer) Ebene sind konserwdtikroskopische Rinomene
wie Reibung nnen allerdings nicht-konservativ sein. Reibungftkr sind geschwindigkeitsaéhgig

und wirken entgegen der Bewegungsrichtung.

2.5 Gradientdarstellung konservativer Kraftfelder

Wir wissen nun, wie das Potenzidl(r) von F'(r) abhangt. Aber wie bekommt man die konservative

Kraft aus einem gegebenen Potenzial?
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Hierfuhr sehen wir uns nochmal die Definition der potenziellenrgieean,

U(r) = - fT<F(r’),dr’> . (66)
Mit einer beliebigen Parametrisierumo-) mit r’(z)) = ro undr’(o1) = r, lautet dieses Wegintegral
Uerton) == [ ). ©7)
Dies bedeutet aber, dass (Ableitung entlang der Kurve)
T - U, B2 = ~(Fir(on, T (69)
oder dass
VUr() + Fir@). ) = 0. (69)

Zusatzlich wissen wir, dass die@rfalle Weger(o-) gelten muss, die die Ortg undr verbinden, d.h. dies

gilt fur beliebigeinfinitisimale Wegsiicke d-,
(VU(r) + F(r),dr)=0. (70)
Die obige Gleichung ist dann aber nurighbar, wenn
VU(r)+ F(r)=0 < F(r)=-VU(r). (71)

Das konservative Kraftfeld ist das Gradientenfeld des rieagdsU (r).

Zusatzlich finden wir noch als Bedingung eines konservativesti@des
Vx F(r)=-VxVU(r)=0, (72)

weil Gradientenfeldes rotationsfrei ist.
Die OperatiorVv x V (x) ist dieRotationdes Vektorfelded/ (x). In einer kartesischen Badis,, ey, e}

mit F' = Fyex + Fyey + Fe, ist dieser

VX F(x) =[ex— + ey% + e, x (Fxex + Fyey + Fze;) ; (73)

ax 0z
die Basisvektoreia; sind hier nicht ortsakidmgig, wohingegen es die Koordinatender Kraft i.A. sind.

Die Rotationsfreiheit eines Gradientenfeldégolgt durch die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen.
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Anmerkung Man betrachtet in diesem Zusammenhang auch zditagige Felde (r,t). In diesem
Fall bezeichnet ma#f’ dann als konservativ, werix F'(r, t) = O fur alle Zeitpunkte. Dies bedeutet aber,
dass die Arbeit entlang eines geschlossenen Weges i.Aanangrschwindet, wenn das Kraftfelif die
Dauer der Bewegung entlang des Weges konstank'ée(t), to) gehalten wird (die Bewegung entlang der
geschlossenen Kurve igirtuell). Die tat@chliche ArbeitW(to, t;) + W(ty, t;) durch das zeitvénderliche
Feld kann aber von Null verschieden sein! Dennoclakrhan eine Potenzialdarstellung der Attr, t) =
-VU(r,t).

Reibungskéften lassen sich keine konservativen Kraftfelder zuandidée Arbeit, die geleistet wer-
den muss, um entlang eines Weges zum Ausgangspurildkaukehren, &ingt von der Weg@inge und der
Ge-schwindigkeit des &rpers entlang des Weges ab. Normalerweise kann man ali@ewegung eines
Korpers unter Bercksichtigung der Reibung durch Kombination von konseveatiKraftfeldern in und
nicht-konservativen Reibungskten beschreiben. In diesem Fall ist also die Gesamtendes Korpers
nicht erhalten.

Dennoch wird das Prinzip der Energieerhaltung auf mikrpgaher Ebene nicht verletzt, weil die
Reibung die reibenden Moléle in (thermische) Bewegung versetzt. Beksichtigt man deren Bewegung
oder Warme in der Energiebilanz &itt man ein allgemeineres Prinzip der Energieerhaltungs it also
konzeptionell ein Vielteilchenproblem, das wirader besprechen werden.

Dies bedeutet wiederum nicht, dass es keine konservativafieKgibt, die von der Geschwindig-
keit abrangen, alsaF'(r, v). Beispielsweise greift die Lorentz-KraK'(r,v) = qu x B, die von einer
magnetischen Flussdichf® auf ein geladenes Teilchen der elektrischen Ladyagsgébt wird, immer
senkrecht zur Bewegungsrichtung an, ®h= (F',v) = (qu x B, v) = 0. Deshalb wird bei der Bewegung
durch ein MagnetfeltteineArbeit verrichtet: Die Arbeit entlang eines geschlosseWeges ist trivialer-
weise immer null! Allerdings ist wegen der Geschwindigkafitangigkeit die Beziehung zwischen einem

PotenzialJ (r, v) und der Kraft nun allgemeiner gegeben durch
F(r,v) = -VU(r,v) + %(VvU(T, ’U)) ; (74)

der OperatoV,, bezeichnet den Gradienten ligiich der Geschwindigkeii und% die totale zeitliche

Ableitung entlang der Trajektorigt). Diese Beziehung ergibt sich aus den Maxwellgleichungehwird
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im Detail spater in der Theoretischen Elektrodynamik hergeleitet. Méchten hier nur noch et@hnen,
dass das Potenzial der Lorentz-Kraft dutdfr,v) = —q(v, A) gegeben ist. Das Vektorpotenzial der

magnetischen Flussdichte ist durBh= V x A definiert.

2.6 Das Newtonsche Gravitationsgesetz

Nach Isaac Newton ist die Gravitationskraft (ZentralRQkadhservativ mit dem Potenzial

UEr) = -2 (75)

wobeim, undm, die Massen der gravitativ wechselwirkendearger sind und := |r| deren Abstand;
G = 6.67384x 101*m3/kg/s’ ist die Gravitationskonstante, die dieaBte der gravitativen Wechselwir-
kung bestimmt.

Dass dieses tashlich die diskutierte Zentralkraft der Ellipsenbewegengibt, sieht man anhand

r o0 ro (1l rl T
F(r)=-VU(r) = —;gU(’r) = -Gmm—— (F) =Gmm = Gmlmzﬁ . (76)

Hier haben wir im Zwischenschritt die Darstellung des Geatkn in Kugelkoordinateriif deneinge-

schrankten Falkeiner reinemr-Abhangigkeit benutzt:

VE(r) = ;%. (77)

2.7 Eindimensionale Bewegung

Die Erhaltung der Gesamtenergiérinen wir in besondererafen verwenden, um die Bewegungsglei-
chungr(t) eines Korpers explizit als Integral anzugeben. Man bezeichnets@rhes System alstegra-
bel. Beachte, dass wir damit nicht notwendigerweise meinenkénnen das Integral oder die Integrale
analytischdsen! Alleine der Umstand, Trajektorien eines oder mehig#chen als Integral(e) schreiben
zu kbnnen, ist schon etwas besonders. Wir kommen dar@séspochmal zuirck.

Systeme sind auf jeden Fall immer integrabel, wenn wir emziges Teilchen betrachten, dass sich

nur entlang einer Richtung, bewegen kann. In diesem Fall kann die Kraft auch nur entéangrken, so
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U(z) ‘
E /r
=0
dass wir diesemmerals Gradient eines Potenzidlgx) schreiben knnen,F'(x) = —%ex. Deswegen

ist dieses Kraftfeld auctuf diese eingeschnkte Bewegung immer konservativ.

Man denke hier z.B. an die Bewegung eines Steins im erdnahent&i@nsfeld. Hier ist die wirkende
Kraft ungefihr konstantF'(x) = —mgey, fur einen senkrecht nach oben zeigenden VekjoiDas ent-
sprechende Potenzial ist(x) = mgx Zwar ist die Trajektorie eines Teilchens in diesem Feldgaatiein
dreidimensional, aber wirdnnen — wie schon besprochen — immer einen Beobachter firittesteri das
Teilchen nur nach unten entlaieg fallt. Das ist dann eine eindimensionale Bewegung!

Fur eindimensionale Systeme mit einem Freiheitsgrgdt wegen der Energieerhaltung
%1)-(2 LUK =E. (78)

oder
)'(:i\/%\/E—U(X). (79)

Die Geschwindigkeik ist bis auf das Vorzeichen direkt durch den ®gegeben. Das positive Vorzeichen

ist zu wahlen, wenn sich das Teilchen gerade zdligrenx bewegt und vice versa. AulRerdem kann ein
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Teilchen niemals Bereiche vorerreichen, bei dendn(x) > E wird; hier warex? < 0. Deshalb markieren

die Punktex, mit U(xo) = E entweder
¢ Ruhepunkte eines Teilchens, dd= 0und X = 0, d.h. dJ(x)/dx = 0O,

e oder Umkehrpunkte, d.hx = 0 undX # 0, an denen das Teilchen seine Richt@mglern muss;
hier ist dann das Vorzeichen voa™zu wechselnU(Xy) = E kann kein Ruhepunkt sein, wenn der

Gradient vorlJ(X) bei x = Xg nicht verschwindet.

Wir wollen hier nun nur Blle betrachten,iir die die Bewegung nur in eine Richturéyft, d.h.x > 0

oderx < 0. Wir definieren die Orientierung vaey so, dasx > 0. Dadurch ist

m X
\/; =005~ (80)
m (" dtx h
— \/;ft; E_—U(X) = . dt (81)
m [ dx
— \/;j;o E_—U(X)—tl—to. (82)

Der letzte Schritt auf der linken Seite ist formal eine Vakantransformation — t(x), die man faufig
etwas salopp durcht@ = dtdx/dt = dx mit entsprechendeknderung der Integralgrenzen notiert. Ent-

sprechend dieser Notation sieht man deshallfig die praktischen Rechenschritte

.dx 2
x:a: \/;\/E—U(x) (83)

[m dx
[m dx b
— EL E_—U(X):Ldt:tl_to, (85)

die zum gleichen Ergebnis

m [ dx
=1+ \/;j;o —’E——U(X) (86)

fuhren. Durch Integration des Ausdrucks auf der rechtere ®eltalten wirt(x), was durch Invertierung

auf x(t) fuhrt.
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Dieses Problem ist also prinzipiell als “einfaches” Insdgind einerntegrationskonstanten ,Eler
Gesamtenergie, darstellbar. Das mag zwar im konkreter Eall schwieriges mathematisches Problem
oder sogar analytisch uigbar sein, aber viele Probleme, die nicht eindimensiand| rlauben nicht
einmal diese Art der Darstellungen deidungen: Sie sind nicht integrabel.

Zuruck zu unserem urspnglichen Beispiel. Wir betrachten die Phase, in der demStach unten

fallt, d.h.x < 0. Wir finden fir den fallenden Stein mig = 0,t; =t, X; = Xund Xy = O:

t=

1 X dx’ 1 y >
— = 2 E _ — = E v E 87
Jz_gfo s va 2V, \fg(v jmg—x- VE/mg  (87)
oder
2E

-9 |E
X = 2t mt. (88)

Das ist nafrlich die Bewegungsgleichung einer konstanten Beschleugig mit der Anfangsgeschwin-
digkeitvy = V2E/m.
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3 Vielteilchensysteme

Wir mdchten nun die vorangegangerigherlegungen hinsichtlich der Bewegungsgleichung einds Te
chens auf Systeme miN Korpern erweitern. Wir stellen uns vor, dass diesgger wiederum Punkt-
massen sind. Jederdiper folgt seiner eigenen Trajektongt) € V2 und hat seine eigeneiye Masse
m.

Wir konnten jetzt die Bewegungsgleichung jedesgers separat betrachten und nur noch die even-
tuell vorhandenen Wechselwirkungen zwischen démpiérn beiicksichtigen. Dies vwde eine ganze
Menge Schreibarbeit bedeuten, weshalb man das gesam@Sigsinal in einen neuen Raum einbet-
tet. StattN Ortsvektoren erhalten wir einen kombinierten OrtsvelgtattN Kraftvektoren erhalten wir
nur einen etc. Aus atomistischer Sicht sind alle makroga@n Objekte extreme Vielteilchensysteme:
Sie bestehen aus 107 Molekiilen, welche jeweils wiederum wenige wechselwirkende Adamfassen.
Die folgendenUberlegungen deuten aber an, dass man diese Systeme nuadiseskals relativ einfache
Korper mit wenigen Freiheitsgraden betrachten kann!

Um dieN Korper formal in einem Vektor zusammenzufassen, definieien w
z(t) = (ra(®). 2(0). . ... (1)) (89)
als Bahnkurvez(t) € Z im Konfigurationsraum
Z=V3®...® V3 (UrsprungO) . (90)

Dieser Raum et dadurch eine Vektorraumstruktur, dass wir unter eirekiipfungaz® + bz® von

2, 2 ¢ Z unda, b € R folgendes verstehen:
az® +bz® = (arl + br?, ... ar( + br{) . (91)

Wir verkniipfen also nur Vektorenkomponenten, die das gleiche Taildietr&en. Desweiteren gibt es
noch ein neutrales Elemedt= (0, ..., 0) und ein inverses Element = (—r4,...,—ry) flr jeden Vektor

z. Die Dimension des Konfigurationsraums ist dith N - dimE2 = 3N. Beachte, dass durch diese
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Formalisierung automatisch eine komponentenweise Alvigibder Integration wie in

dz _ (d’l"]_ dT’N) (92)

da do’ " da
fdaz (fda/rl,...,fda'rN), (93)

gegeben ist. Desweiteren definieren viar len Konfigurationsraum ein Skalarprod@w), : Zx Z

R, gegeben durch
N
(20, 2@, 1= > (r® r®) | (94)
i=1

Hierdurch wirdZ auch zu einem metrischeffimen Raum.

Wir fassen alle Kafte F;, die auf die Korperi wirken in einer ProduktkrafFy(z) € Z zusammen:
F(2) = (Fy(2)..... Fu(2)) . (95)

Die Kraft Fi(z) auf dadte Teilchen fngt i.A. von den Positionen aller anderen Teilchen ab. \&frdzh-
ten hier im Weiteren Kafte, dienur vom Ort und nicht den Geschwindigkeiten oder explizit deit Ze
abhangen.

Die Bewegungsgleichungen allfrTeilchen werden also nun elegant zusammengefasst durch

2
Tz Mo z() = F(z(1) ; mow:= (Myws, ... Mmywy) . (96)
Das gesamte Systeme beweqgt sich als eine Trajekt@iielurchZ. Dies ist immer noch eine Beren-
tialgleichung 2. Ordnung, aber nun miN3Freiheitsgraden. Folglich bétigen wir 3\ Positionen und
3N Geschwindigkeiten zum Zeitpunktalso 6N Konstanten, um ein Anfangswertproblem eindeutig zu

|0sen.

3.1 Erhaltung der Gesamtenergie

Unter der Arbeit des gesamtéhKorper-Systems entlang der Kurgét) verstehen wir die Summe aller

Teilarbeiten der rper, ramlich

N

Wzoz) =Y, [ REEOAD) = [ dEEO.0.= [ EELd.. @)

i=1 Yo
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Durch unsere geeignete Definition des Skalaproduk&wird die Arbeit entlang deN-Korper-Kurve
ein Wegintegral irZ entlang der Kurvez(t).

Die mathematische Struktur des Raumes ist vergleichbaremitfeall eines einzelnendfpers. Des-
wegen greift auch hier unsere vorherige Argumentationitimisch konservativer Felder. &hgt nun die

gesamte Arbeit des Systems nicht vom Weg einer beliebigechipessenen Kurv€ in Z ab,

$Fia).d.= 0, (98)
dann gibt es ein Potenzibl(z), fur das gilt:
Fy(z) = -VU(2) ; VU(2) = (ViU(2).....VNU(2)) ; W(20,21) = U(20) = U(z1) . (99)
Hier verstehen wir unter
0 0

i = 8_7‘| = a—Xiex-i'a—yiey-i'a—Ziez
den Gradienten béglich des Ortvektors; = ey + Yiey + Ze, desiten Korpers, und unteV den Gra-

(100)

dienten im Raun¥. Ein geschlossener Weg(t) bedeutet, dass sidile Teilchen zum Ausgangspunkt
zurickbewegen. Die wichtige Schlussfolgerung ist hier, dasgmfalle der konservativen Felddt ein
Skalarpotenziall (z) des gesamten Systems findémken!

Wir finden noch mehr. Zugzlich ergibt sich wieder, dass sich die Arbeit entlangkiewve z(t) durch
die Differenz der gesamten kinetischen Energie des Systems an dparikten deMN-Teilchen-Kurve

ausdiicken Bf3t:

N Noto1d
Wiatd = 3} [ dma@.a0) =) [ d5on0.mi@) (101)
i=1 Yo i=1 Vo
= [Madde.mo . = T - T (102)

fo

Die gesamte kinetische Energie des Systems ist also

1. : :
Ti= S mo ), = ; %wz . (103)
Also gilt nach wie vor @ir konservative Kraftfelder, dass
T(t1) = T(to) = W(to, t1) = U(2(to)) — U(2(tr)) , (104)
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und wir erhalten eine séime Verallgemeinerung der EnergieerhaltuiigN-Korper-Systeme:
T(t) + U(z(t)) = E = konst . (105)

Die Summealler kinetischen und potenziellen Energien des Systems istesitgoKonstante entlang der
Bahnz(t).

3.2 Innere undauflere Krafte

Wir unterscheiden zwischenneren KraftenF'® und duReren KraftenF'®. EineauRere KraftF?(r)),
die auf denjten Korper wirkt, Fangt nur vom Ort dieses einzelnerbtpers,r;, ab. Eine innere Kraft
FO(z) hangt auch von den Orten aller anderen Teilchen ab, also igefleinen von der Konfiguration
z. Betrachten wir beispielsweise einen makroskopischérp& wie einen Stein, dann sind diedfte,
die zwischen den Moldken des Steines wirken, inneredte (im Wesentlichen elektrische), wohingegen
die Schwerkraft der Erde auf die Steinmalékaul3eren Kaften zugeordnet werden.

Es zeigt sich, dass innere &te normalerweise reine Zweiteilchenwechselwirkunged,sdie nur
vom Abstandry — r| zweier Teilcherk und| abrangen. Hierdurch kann man das Vielteilchenpotenzial
allgemein schreiben als

N k— N

N N
UGz) = D UP@)+ ), > U(rc—mi = ) UP @) + % DU(rc-rl).  (106)

k=1 k=1 1=1 k=1 k|

=

Hier bezeichnet)®(r) dasauRere Potenzial, das auf TeilcHewirkt, undUY(r) ist das innere Potenzial
der Kraft zwischen den Teilchdaund| mit Abstandr. Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die
inneren Potenziale nur vom Abstand ablgen: Wir lbnnenr, und»| vertauschen, ohne das Potenzial zu
verandern. Das Potenzial ist demnach normalerweise nachlEir@e- und Zweiteilchenwechselwirkun-
gen separierbar.

Als einfaches Beispiel betrachte ein System zweier TeicNen 2, die gravitativ gebunden sind, und

auf das keinéwuRReren Kafte wirken,
Gmm,
Py — 1ol

U(z) =- (207)
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Alle im System wirkenden Kafte sind also (Hinweis: Kettenregel):

F(z) = -VU(2) = (Fu(2). Fx(2)); (108)
Fi(z) = -ViU(z) = Gmmp—2—+ (109)
71 — 753
Fy(2) = -V,U(z) = Gmmp—=—2_ (110)
71 — 753

Wir finden demnachF; = — F,, was nach dem 3. Axiom notwendigerweise in einem Zweitemhsystem

ohneaulReren Kafte erfillt sein muss!

3.3 Gesamtimpuls

Der Impuls eines Punktteilchens jgt= mw. Das 1. Axiom sagt uns, dass dieser erhalten bleibt, wenn
keine resultierenden kfte auf dieses Teilchen wirken, alpty) = p(t) oderp = 0O fur allet. Dies fuhrt
zu einer gleichbrmigen Bewegung, we#h konstant bleibt (wenm konstant). Wir fragen uns nun, ob es
eineahnliche Relationiir Vielteilchensysteme gibt, wenn keiaalReren Kafte auf diese wirken.

Da wir das System als Ganzes diskutieren wollen, definiereang die (erhaltenepesamtmasse
N
M:=>'m. (111)
i=1
Nun betrachten wir de@esamtimpuld,

N
P::Zpi:

i=1 i

QZL myr;

G S MR, (112)

N d N

moui = - Z mr; = M
=1 i=1
und beobachten, dass wir diesem ein hypothetisches Pilctidte zuordnen &nnen, das die Masdd

besitzt und sich entlang der Orte ddassenschwerpunkts
1 N
R:=—> mn (113)
M i=1

bewegt. Der Massenschwerpunkt ist das gewichtete Mitkes &rter; mit dem Gewichim /M. Offen-
sichtlich ist ein System mN = 1 Punktteilchen nur ein Sonderfall dieser Betrachtung; demeM = my
undR = r;.
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Wie velandert sich die Bahn des Schwerpunktes, wenn inneré&ufidre Kafte wirken? Dazu sehen
wir uns die zeitlicheAnderung des Gesamtimpulses an:

dP N N N
- _ > _ S (@) 0]
o _MR_;mkrk_Z[Fk + ZFH). (114)

k=1 1=1,1k

Hier sind F® die auRere Kraft auf dakte Teilchen undF die innere Kraft die von Teilcheh auf
Teilchenk ausgéibt wird. Wir wissen nun aber aufgrund des 3. Axioms, dB§5 = —F( sein muss.

Deshalb niissen sich alle Summanden in

N

Z Fk(l') =0 (115)
1=1,1#k
immer gegenseitig aufheben. Also ist
dP 0 @ . @
o = ZFK = F (116)
k=1

die Anderung des Gesamtimpulses die Suniitf@ aller aufReren Kaifte — egal, wie komplex die vigifti-
gen Wechselwirkungen der Teilchen untereinander sind.

Bedenke, dass ein makroskopischérper aus- 10> Molekulen besteht, die alle miteinander wech-
selwirken. Sind diese inneren &ite stark genug und das System stabil genug, dass sich diandle,
|rk — m| = konst, der Molekile untereinander makroskopisch nicht merklichawvelern, dann wird sich
das gesamte System starr entlang der Massenschwerpuaékifdrie bewegen. Das ist aber genau das,
was wir in unserer alftglichen Erfahrung mit festend{pern erleben! Diesstarren Korperwerden wir
spater noch genauer behandeln.

AulRerdem basiert unsere Punktteilche@hlrung auf genau diesem Verhalten. Auch wenn etwa Pla-
neten und die Sonne nicht pundiig sind, bnnen wir sie praktisch immer, ohne allzu grof3e Fehler
zu machen, als punkifmig idealisieren, um die Planetenbewegung zu beschrellgenso knnen wir
das gesamte Sonnensystem als pumkifg approximieren, wenn wir dessen Bewegung um das galak-
tische Zentrum beschreiben wollen. Oder ganze GalaxieRwai&tmassen, um die Dynamik von vielen

Galaxien zu beschreiben, wenn diese sich nicht zu nahe komme
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Wenn sich alléaul3eren Kifte zusammen aufheben oder keinferen Kifte vorhanden sindabge-
schlossenes Systgmann bewegt sich der Massenschwerpunkt also gi&icti§. In diesem Fall ist es
sinnvoll, zur mathematischen Beschreibung ein Beobaclsnsyzu viahlen, in dem der Massenschwer-

punkt in Ruhe ist. Wir machen also eine Galilei-Transforomatnit Av = R undAr(tp) = R(to).

Definition. In einem Schwerpunktsystem ohne aul3ere Krafte ruht derdvlasbwerpunkt im Ursprung,
d.h.

N N
R’:Zmri’:O; MR’:va;:o. (117)
i=1

i=1
Insbesondere verschwindet in diesem Inertialsystem deai@gmpuls (rechts). iF die Beschreibung
eines Systems ist das Schwerpunktsystaufily die bevorzugte Wahl, weil hier die Trajektorien eitfac

werden.
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Anmerkung AufRerdem folgt, dass zwei getrennte Systeme mit separeMa_an) und My, Rz) Zu-

sammen den GesamtimpLNdisl + MZRZ besitzen sowie den gemeinsamen Schwerpunkt

MlRl + Msz
R = . 118
Ml + M2 ( )

Der gemeinsame Schwerpunkt von Erdié; (~ 6 x 10°*kg; R, := 0) und Mond M, ~ 7 x 10?%kg;
R, ~ 3.8 x 10° km) liegt also mitR ~ 4400 km innerhalb des Erdradius ver6370 km.

3.4 Gesamtdrehimpuls

Definition. Unter

l=rxXp=mrxv (119)
verstehen wir den Drehimpuls einer Punktmasse.

Ebenso wie der Impulp = mw ist dieser erhalten, wenn keine Krdftauf das Teilchen wirkt, weil

%:mi~><fv+mr><i;:mv><v+r><(mb):r><F:O. (120)

Die GroRen := rx F' ist dasDrenmomentdas im k&ftefreien Fall éfensichtlich verschwindet. In diesem
Fall istl genau wiep eine Erhaltungs@fie. Im Gegensatz zum Impuytsist der Drehimpuls aber nur
empfindlich fir Krafte, die senkrecht zwirken. Demnach ist erhalten bei einem Zentralkraftproblem,
in dem die Kraft immer entlang wirkt, obwohl p nicht erhalten ist. Weiterhin igtim Gegensatz zum
Impuls explizit abkngig von der Definition des Ursprun@sdeskE?, weil eine Verschiebungr den Wert
um

U'=mlr+Ar)xv=I0+ArXxp (121)

andert.Ubrigens istn’ = I’ # 0, selbst wenn die Kraft parallel auist, da i.A.Ar x F # 0.

Wir sehen uns nun de@esamtdrehimpulsines Vielteilchensystems an:

N
L= Z mr; X v; (122)
i=1
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L=MRxR

Schwerpunkt

Bezeichnen wir; = v/ + Rundv; = v + R durch Orte und Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem,

dann finden wir nun:

N
L = ) m(+R)x( +R) (123)
i=1
N N ) N N ]
= Zmr{xvﬁZmr{><R+ZmR><vi’+ZmR><R (124)
i=1 i=1 i=1 i=1

mr/ xv +0x R+ Rx0+ MR xR (125)

Mz

i=1
- L'+ MRxR. (126)
Der Gesamtdrehimpuls ist die Summe aus Gesamtdrehindputa Schwerpunktsystem und dem Dre-
himpuls, den wir erhalten, wenn wir das System als PunktenassM, Ort R und GeschwindigkeiR
betrachten.

Die zeitliche Ableitung dieses Ausdrucks gibt das Gesaamighoment, das auf das System wirkt,

N N
+RX(MR) = Y m (7 x# +7/ x#)+ RxF® ="/ x F+ N® (127)

i=1 i=1

dL _ dL
dt  dt
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Der rechte Term entspricht dem Drenmom@&i® = R x F®, das alleauReren Kafte zusammen auf
den Massenschwerpunkt d@iren. Der linke Term ist die Summe aller Drehmomente auf éikfien
im Schwerpunktsystem, dadurch dass aufit@aJeilchen die resultierende Kral ausgébt wird. Wir

kdnnen das Drehmoment im Schwerpunktsystem weiter veriafg

N N N
D rxF = Zfrl’(x[Fk(a)+ > Fk(PJ (128)

i=1 k=1 1=1,1#k
N N
’ 1 ’ i ’ i

- kZ nx FY+ 3 D (rix Y + v x BY) (129)

N N
1 )

= Y rxE+ 5 D ri-r)x EY (130)
k=1 k|
N

© DX FY, (131)
k=1

wenn (*) die inneren Kafte zwischen zwei Teilchek und | parallel zum Verbindungsvektat, — 7/
sind, d.h. ¢, - 7) x F = 0. Dies ist “in allen praktischen#flen” gegeben [2]. Dann sindif das

Gesamtdrehmoment also dimeren Krafte irrelevantund wir finden:

dL < /
N=—= kZ; rx F®+ N® = N@ L N@ (132)

Mit W@’ bezeichnen wir die Summe allaulReren Drehmomente im Schwerpunktsystem.
Interessanterweise giV’ = L' = N@ in jedemBeobachtersystem, bei dem der Massenschwerpunkt
im UrsprungO ruht; also auch in Nicht-Intertialsystemen (beschlewenidtezugssystemen)! Eine Beweis

hierfur kann man z.B. in [3] finden.

3.5 Virialsatz

Wir sehen uns nun zeitlich gemittelte @en eines Vielteilchensystems mit Potenklét) an, um zu
sehen, ob wir allgemeine statistische Aussagen machendn. Alle Teilchenimpulse des System fassen

wir als Vektor im Konfigurationsraurd zusammen,
pi=(Mo2) = (Myry,....Myin) . (133)
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Das istnicht der Gesamtdrehimpuls, sondern eine vektorielle Liste &lilezelimpulse. Die gesamte ki-

netische Energi@ des Systems ist nach Gl. (103) also
: d : d d
2T =(2,p)z = (2. P)z = (2. D)2 = (2. D)2~ (2. F{2))2 = (2. p)z + (2, VU(2)); (134)

oder
S e p= 2T — (2. VUG (135)

Haben wir nun einperiodischesSystem, das nach jeder Periode exakt in seinen Ausganszustand

zuruckkehrt, dann muss gelten
(z(t), p(1))z = (z(t + At), p(t + At)), . (136)
Wir definieren als Mittelwert einer Periodd der Funktionf (t):

- 1 to+At/2

- f dtf(t) . (137)
At to—At/2

Der Bezugszeitpunkg ist hier unerheblich, weil ein periodisches Systémjédes nach jedem Zeitraum

At in den Ursprungszustand Ziakkehrt. Wir finden nunifr Gl. (135) als Mittelwert

At

d 1

(=P = (Gt AY2)p(t+ At/2)), - (z(t - At/2). p(t - At/2)),) (138)
-0 (139)
= o7V - (z, VU(z))ZAt , (140)

und damit den sogenannten

Virialsatz. " "
At 11— At 1 — a1 — At
T = §<z’ VU(z)), = -3 ; (ri, Fi(z)) = > ; (ri,Vil(2)) . (141)

Dieses Schmuckigtk der statistischen Physik wurde von Rudolf J.E. Clausili822+1888) entdeckt;
er lebtetibrigens von 1869 bis zu seinem Tode im damals preuf3ischem Bam Satz macht eine direkte
Aussageéiiber den Mittelwert einer Periode der kinetischen Enerngig) eines Systems im Vergleich

zum Mittelwert des sogenannten Virials (rechts), das dinei der potenziellen Energie verépft ist.
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In dieser Form ist der Virialsatz strikiifig, setzt aber ein periodisches System voraus. Im Allgjaen
ist ein periodisches System mit vielen Teilchen sehr unsdteinlich. Deshalb ist die Anwendung des
Virialsatzes in dieser Version auf einfache Systeme mitigemnTeilchen beschnkt.

Was passiert, wenn wir statt des Mittelwertdser AT einen Mittelwertiber einen grol3en Zeitraum

nehmen? Wir erhalten dafim Grenzfall

- 1 +At
f(t) = lim — dt’ f(t') . 142
O:= fim 55 | dUf©) (142)
Ist {z,p)l < Amit A € R*° beschankt, weil das System nur ein endliches Volumen einnimmt und

Geschwindigkeiten nicht beliebig grof3 werden, dann eghakltir immer noch

_2A R
< lim = =0=2T - (= VU(z)), (143)

d
|a<z7 p)Z

oder
2T —(2,VU(2)), = 0. (144)

Diese gehufigere Version des Virialsatzes gilt audlr hicht-periodische Systeme, derén p), aber
beschrankt sein musBiese Form ist trivialerweise auclirfperiodische Systenidfig, weil periodische

Systeme immer besdhmkt sind.

3.6 Homogene Potenziale

Wir konnen den Virialsatz noch konkreter machen, in dem wir akergrdass viele praktische Potenziale

U(z) homogene Funktionerom Gradek sind, d.h. man findet oft
U(az) = a*U(2) (145)

fur beliebige Zahlem € R.

Zum Beispiel erillt das Gravitationspotenzidl (er) = konst(ar) = o *U(r); also ist hierkk = —1.
Oder es istJ(ar) = Ca?r? = o®U(r) fur einen harmonischen Oszillator, di= +2.

Fur homogene Potenziale folgt einerseits aus deren Definitio

oU(az)
o

da* k-1
= U(z)a—a = ka""U(2) (146)
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und andererseits durch Anwendung der Kettenregel, dass

0(az)
O

dU(az) _ <, dar)
oo ;( 50 ViU(2)|__ ) =K« VU(R)|__ De=(2YU(Z)|_ ). (147)

Setzen wir hier numx = 1, ergibt sich eine verbiffend einfache Beziehung homogener Potenziale nach
Leonhard Euler«{17011783),
(2,VU(2)), = kU(z) , (148)

die wir im Virialsatz ersetzendnnen. Deswegen erhalten wir nun
2T —kU(z) = 0 (149)

oder fr die mittlere Gesamtenergie des Systems

E:T+U(z):¥U(z):¥f. (150)

Wir erinnern daran, dags im Falle eines konservativen Potenzials eine Erhalturigiist, d.hE = E.

Der Virialsatz gibt uns also einen Zusammenhang zwischemitferen kinetischen und mittleren
potenziellen Energie dds-Teilchen-Systems (bei besé@mkten Systemen). Bei harmonischen Oszillato-
ren mitk = 2 finden wir, dass die mittlere kinetische und die mittleréepaielle Energie im zeitlichen
Mittel gleichverteilt sind, d.hU(2) = T = iE. Bei gravitativ gebundenen Systemén; —1, undE < 0
findet man hingegell = -U(2)/2 = —E, also keine Gleichverteilung.

Befindet sich eireinzigesTeilchen in einem Zentralkraft-Potenzid(r) = —a/r auf einer Kreisbahn
mit Radiusr = ro = konst, dann ist im Mittel fir einen Umlaufl = a/(2ro) = mz7/2 oderv? = a/(mrg).

Wir konnen also die mittlere quadratische Geschwindigkeitagttier Bahn bestimmen, ohne direkt)

berechnet zu haben. Ist der Radius der Bahn nicht genau kbsstasgiern nur im Mittel gleichip mit

kleinen Schwankungefr < ro mit sr = 0, dann ist die mittlere quadratische Geschwindigkeit etwa

(Taylor-Entwicklung naclar bis 6r?):

¢l o 1 o1 o o2\ a (. o
e e

mr_ mro+or m

= 151
Mg ( )

Der Wert vonw? nimmt mit den Schwankungefi? des Abstands also immer zu.
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Anmerkung Man kdnnte sich jetzt fragen, welchen praktischen Nutzen eingsAgeiiber den zeit-
lichen Mittelwert iber grof3e Zeitume haben dnnte. Tatachlich ist es so, dass Systeme mit vielen
Teilchen faufig gut durchmischt odesrgodischsind. Damit meinen wir, dass dieddfigkeitsverteilung
der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilchen des Systamsirzem gegebenen Zeitpunkt sich nicht
merklich von der entsprechenden Verteilung eines andee@puhktes unterscheidet. Dies ist normaler-
weise bei Systemen mit sehr vielen Teilchen wie Gasen alwér laei grof3en astronomischen Systemen
gegeben, die gravitativ gebunden sind (Kugelsternha@algxienhaufen). Dadurch ist die gesamte kine-
tische Energid und die gesamte potenzielle Energiéz) zu allen Zeiten etwa konstant. Der Virialsatz
wird fur also fir ergodische Systeme nicht nur eine Aussélger das zeitliche Mittel voit undU son-
dern auch eine AussadierT undU zu jedem Zeitpunkt! Mittels der Methoden der statistiscRégsik

ist es sogar riglich, die Verteilungen der Orte und Geschwindigkeiteteugegebenen Rahmenbedin-
gungen (konstantels z.B.) zu berechnen, was unser Wissarer die statistischen Eigenschaften eines

ergodischen Vielteilchensystems nochmal deutlich \wégrt; siehe z.B. [2].

3.7 Eine Anwendung des Virialsatzes: Galaxienhaufen

Den Virialsatz konnen wir z.B. ausnutzen, um die Gesamtmasse eines Galaxienis zu sciitzen. Gala-
xienhaufen sind die gfdten gravitativ gebundenen Systeme, die wir kennen. @iBegr Galaxienhaufen
enthalten typischerweisd ~ 10° gut sichtbare, helle Galaxien. &ken Galaxienhaufen keine gebunde-
nen Systeme, danniwden die Geschwindigkeitsdispersiongh= |v|2/3 ~ (10® km/s) der Haufenmit-
glieder zu groR sein, um die Haufen langlebig zu machérkann durch die Dopplerverschiebung von
Absorptionslinien in den Spektren der Galaxien ermittedtaen. Wir beobachten aber einfach zu viele
Galaxienhaufen, um diese als ubergehende, kurzlebige Strukturen arkh zu kbnnen.

Die Gravitationskraft ist die dominierende Kraft auf kodomschen Skalen, d.fkk = —1. Durch
kinematische Abscitzungen wissen wir auf3erdem, dass diese Systemgyged Zeit hatten, um gut
durchmischt zu sein. Aufgrund des Virialsatzes erwartenatsio 2 + U(z) = 0, wobeiT die gesamte
kinetische Energie der Galaxien ist uddz) deren gesamte gravitative Bindungsenergie. Wir betrachte

Galaxien auf diesen Skalen als Punktmassen mit den Masserd der Helligkeiteri;. Aufgrund unseres
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* # Gallaxienhaufen = N ~ 03 R ~2 Mpc

Patrick Simon '"HENSYSTEME

Quelle: NASAI

Quelle! NASA/ESA'HST

Verstandnisses der Physik von Galaxien ist es plausibel anzueghdassn « L;. Deshalb sindir

M=YmundLy =} L
= 1, Mem , MsL , 3,
TZEE m|vi| =% g _M|'Ui| :EE — il ~§M<T- (152)

Fur diebeobachtbaré&eschwindigkeitsdispersiar? gewichten wir jede einzelne Galaxie rhit/Lg. Die

gesamte potenzielle Energie des Haufens ist

G, mm M2G < LiL;
U@ = = D

= 153
7] |’f‘i - ’I"j| 2 ( )

Dieser Ausdruck stellt uns vor ein kleines Problem, weden &umlichen Orten der Galaxien entspricht,

wir aberublicherweise nur deren projizierte Position am Himmelrdesn Oder, wenn wir die Entfernung

des Haufens bestimmefknen, dann kennen wir nur die projizierten Absle der Galaxienpaairend |

am Himmel. Galaxienhaufen erscheinen uiadpefals rotationssymmetrische Gebilde am Himmel, so dass

wir vermuten kbnnen, die Haufenmitglieder sind im Mittélumlich mehr oder weniger kugelsymmetrisch
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verteilt. Hierdurch Bnnen wir im Mittel
-1 2 -1
|'l“i — ’l"j| = 7_T|d| - dJ| (154)

benutzen, wobed; die Tangentialkomponent®n r; an der Himmelssgire darstellt [S]id; — d;| = 6;;D,
wenng;; der Winkelabstand der Galaxiennd j ist (in RAD) undD der Abstand des Haufens.

Dann ergibt sich aus dem Viralsatz

M2G < LiL;
3Mco? — —J -0 155
7D %] I—égij ( )
oder
302D (& LL )
M = il 156
S e

Fur typische Werte vorr ~ 10°km/s, (%, LiLj/Lg6ij/D)™t ~ 0.5Mpc undN ~ 10* ergibt sich

M ~ 10% M. Hier istM, ~ 2 x 10°°kg die Masse der Sonne und 1 Mpc3 x 10°?2m ist ein gebauch-
liches Entfernungsmal} in der Astronomie. Zum Vergleicle Bintfernung unserer Nachbarspiralgalaxie
Andromeda M31 ist ca..d8 Mpc.

Anmerkung Hellen Galaxien entsprichtin einem Galaxienhaufen alsaeine Masse vom ~ M/N ~

102 M,, was grob 100 mal mehr Masse entspricht als wir durch Sterrdieisen Galaxien er&fen
konnen. Man schliel3t daraus, dass deifige Teil der Masse in Galaxienhaufen nicht durch die sicht-
baren Sterne zustande kommt. Durch weitere Messungen wai3dass auch atomares oder molekula-
res Gas in und zwischen den Galaxien nicht ausreicht um slidsessendefizit zu erkden. Diesem in
der Kosmlogie allgegenavtige Massendefizit ordnet man eine hypothetiddheklen Materiezu, de-
ren physikalische Natur bisher unbekannt ist, aber durclh&atungen eingegrenzt werden kann. Es ist
moglich, dass dieses Defizit durch eine falsche Annahmekverr-1 im Gravitationsgesetz egit wird,
was bedeuten wrde, wir missten unsere physikalische Beschreibung des Gravitgiésatzes vandern
(Allgemeine Relativiatstheorie). Vielleicht ist auch eine Kombination von nizigrtem Gravitationsge-
setz und physikalischer Dunkler Materie die richtige Antivédbgesehen vom Dunkle-Materie-&tno-

men gibt es jedoch bisher keinen testbaren Hinweis auf Addlwagigen vom ansonsten gut getesteten
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Standard-Gravitationsgesetz. Die Arbeit an einer Antwaftdiese wichtige Frage ist ein aktuelles For-

schungsgebiet der physikalischen Grundlagenforschung.

3.8 Mechanischedhnlichkeit *

Der Virialsatz macht eine statistische Aussager ein Vielteilchensystem, ohne dass wir die Trajektorie
im Detail wirklich wissen niissen. Eine Diskussion der mechanischgnlichkeit bietet uns eine weitere
Methode, etwagiber die Eigenschaften debkungen zu erfahren, ohne diese explizit zu kennen.
Nehmen wir beispielsweise an, wir haben eine beliebigsuingz(t) der Bewegungsgleichung
d2
@(me z)(t)+VU(z(1)) =0 (157)
und fragen uns nun, ob wir daraus in einfacher Weise edsihgz’(t) des verwandten Problems

2

y%(m@ 2)(t) + sVU(/(t)) = 0 (158)

finden kdonnen;y, s € R seien beliebige Konstanten. Dies bedeutet also: Wianedern alle Massen um
den Faktory, m — ym;, undandern die Strke des Potenzials ut(z) — 6U(z). Eine Losung dieses
Problems beantwortet etwa die Frage “Was passiert, werMaise der Teilchen gRer ist?” oder “Was,
wenn das Potenzial&tker ist als angenommen?”.

Um dieses Problem zws$en, raten wir aus(t) eine neue bsung mittelsz’(t) = az(t/B). Wir ver-
muten also, dass durch diéhnlichkeit des alten Problems GlI. (157) mit dem neuen RrwbGl. (158),
die Losungen auchhnlich bleiben, wenngleich die Trajektorien vielleiamsgesamt gif3er ¢« > 1) oder
kleiner @ < 1) werden oder die Bewegung der Teilchen entlang der Bahnéaieid schneller g < 1)
oder langsamepB(> 1) wird. Setzen wir diese Vermutung in die neue Bewegungdgleig ein, kriegen
wir

a/y;j—tzz(mc) 2)A8™Y) +6VU(az(tp1) =0. (159)

Wir fiihren zuatzlich eine neue Zeitkoordinage= t3~* ein:

ay o

@@(me 2)(s) + VU(az(9) = 0. (160)
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Offensichtlich sieht diese “neue” Bewegungsgleichung exaktda die alte Gl. (157), wena = 1 und
y/6 = 32, sprichz(s) ist eine Losung in diesem speziellen Fall.

Dies bedeutet u.a.: Vandern wir nicht das Potenzial,= 1, aber die Massen der Teilchen ym
dann istz(t3~*) immer noch eine bisung, aber nun mit dem Zeitparamegter +/y; die Teilchen bewegen
sich mit einer anderen Geschwindigkeit entlang gleichajektorien. Lassen wir andererseits die Massen
unve@ndert,y = 1, aber drehen wir an der&@ke der Wechselwirkungen duréh# 1, dann ist immer
nochz(t3-1) eine Losung, nur diesmal mit* = /s; eine siirkere Wechselwirkung > 1 macht jetzt die
Bewegung schneller!

Ist es auch riaglich, die Gbl3e der Trajektorien zandern, ohne deren Form zu beeinflussen? Zumin-
dest bei homogenen Potenzialémken wir daiiber etwas aussagen, weil dafid (az(8)) = * VU (2(9))

und deshalb
a2—k,y d2
5B ds?

Hierdurch erhalten wir insbesondere auch dann néseihgen aus(t), wenn wir das ursgmgliche Pro-

(Mo 2)() + VU(2(9) = 0. (161)

blem unveandert lassen) = y = 1. Eine Schaar von neuerdtungen ist @mlich immer dann gegeben,
wenna?* = g2, Verandern wir also die Gi3e der Trajektorien um, dann istaz(te/?"t) immer auch
eine Losung!

Beispielsweise hat ein harmonischer Oszilldter 2. Haben wir also eine oszillierend&$ung, dann
wissen wir jetzt, dasaz(t) auch eine sein musg;verandert hier die Schwingungsamplitude aber nicht
die Dauer, so dass die Schwingungsdauer einer Oszillaitih von der Amplitude aldngig ist.

Uber allgemeine bsungen gravitativ wechselwirkender Teilchkns —1, hingegen lernen wir, dass
zu jeder losungz(t) aucha z(ta~*?) eine sein muss. Ist also eine Ellipsg) eines Teilchens einedsung
des Kepler-Problems, dann ist auch die wam 1 grof3ere Ellipse eine dgliche Losung, wenngleich mit
einer Umlaufdauer, die uaa®? grosser ist. Dies erinnert uns an das dritte Keplersche Gesatzzufolge
T2/a% = konst oderT o« a*2, wenna die groRe Halbachse einer Bahnellipse ist. Bemerkenswedciss
diese allgemeinere Relatioiirfalle Losungen des Kepler-Problems gilt, nicht niar dlie geschlossenen

elliptischen Bahnen (s.u.).
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Anmerkung Auch bemerkenswert ist, dass(ta—*/2) eine Skalierungsrelationif alle Bahnen gravita-
tiver Wechselwirkungen von Punktteilchen ist. Auch wenesdi Bahnen weder elliptisch noch geschlos-
sen oder nicht mal analytisch berechenbar sind! Haben sdrgihen Kugelsternhaufen mit vielleicht®10
gravitativ wechselwirkenden Sternen, dann erhalten wieeidoppelt so groRen Haufen (mft2 8 mal
kleinerer Sterndichte)y = 2, mit ansonsten exakt den gleichen Trajektorien, wenn igichzeitig die
Geschwindigkeiten aller Sterne um den Faki®?/a = va = V2 verringern. (Die Bahidinge veandert
sich um den Faktow; die Zeit, in der ein Bahngtk durchreist wird, una®/2.)

Dies zeigt uns auf3erdem, dass ein gravitativ gebundenésnSys Gleichgewicht eine gfiere Aus-
dehnung einnimmt, wenn wir die Geschwindigkeiten der Tatcverkleinern. Dies ergibt sich auch aus
dem Virialsatz, demzufolgeT2+ U(z) = 0 gilt: Ist T groRer, dann muss(z) kleiner werden. Ein klei-
neres, negativerds(z) entspricht aber &tker gebundenen Teilchen, was nur dadurch erreicht wask d
die mittleren Absindelr; — rj| kleiner werden; das System nimmt weniger Raum ein.

Auch Gase sind Vielteilchensysteme, wenngleich mit eidirgrzandersartigen Wechselwirkung: Die
elektrische Kraft wirkt abstol3end, wenn der Abstand zwasathen Molekilen sehr klein wird. Bei gif3e-
ren Abstinden hingegendanen sich die Molekke relativ frei mit geringer Anziehung bewegen (Lennard-
Jones-Potenzial). Gase verhalten sich deshalb genausgéget zu einem Kugelsternhaufen. BHen
wir die Geschwindigkeiten der Molélke, also deren kinetische Energie oder Teenperaturdes Gases,
dann tendiert das Gas dazu, sicrker auszudehen, weil der Druck ansteigt. Man muss alsaciig
sein, wenn man Parrallelen zieht zwischen einem gravigghundenen Vielteilchensystem und einem

Gas!
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4 Zweikorperproblem

Wir sehen uns nun ein ideales Zweérikerproblem an. Dafr nehmen wir an, dass zwei Punkteilchen der
Masserm, undny, im Abstandr mittels eines Zentralkraft-Potenzidlgr) wechselwirken und dass keine

aulieren Kafte auf die zwei Teilchen WirkerE‘i(a) = 0. Das Zweilbrpersystem ist abgeschlossen.

4.1 Aquivalentes Einkorperproblem

Um uns das Leben zaglich einfacher zu machen, betrachten wir die Bewegunganw8rpunktsystem
(R = 0):
m7ry + Nbry = 0; Mo + Moy = 0. (162)

Trajektorien in jedem anderen System ergeben sich wie inaoeder Galilei-Transformation debsun-
genz(t) = (ru(t), ra(t)).

Offenbar sind die Orte; und r, wegen Gl. (162) nicht unaldimgig, dar; = —my/mr,. Zusatzlich
hangt die Kraft der Wechselwirkung nur vom Abstgdp= |r, — ;| ab. Es ist deshalb zweclkaflig, direkt

den DiTerenzvektor

m + My m + NMp
ro =+
my mp

als unabAngige Golie des Problems einziifren;d zeigt vom Ort des Krpers 2 auf den Ort desdpers

di=ri—-1p=- 1 (163)

1. Anders ausgedckt: Haben wir eine isung fir d, dann ist automatisch

m
r1:+%d; 'rzz—mld; Mi=m+m,; (164)

M ist die Gesamtmasse des Systems. Das bedeutet, die zweirBalthaind Punktspiegelungewmon-
einander um den Schwerpunkt, jedoch mit der Einckung, dass deren Kurven im Vergleich&um
den Faktom/M verkleinert werdenr(y < M). Insbesondere ist die Bahn eines massereicheren Teilchens
kleiner in seiner Ausdehnung als die eines masseren Teilchens. Im Grenzfall vany, > m, bleibt
r1 ~ 0 praktisch beim Schwerpunkt sitzen. Dies ist z.B. der Ralldie Sonne im Sonne-Erde-System.
Die Bewegungsgleichung vahist nun
d? d? d? F, F»

1
@d—@rl—@rz—ﬁ—ﬁ—(—+—)lﬂz—. I:Flz, (165)
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Schwerpunkt

wobei F1, = —F,; wegen des 3. Axioms. Hier haben wir eine neué eingdihrt, die

Reduzierte Masse.
_ mnp
M +mp

(166)

Die reduzierte Masse wird im Grenzfall= m, fallsm < m;. Z.B. ist die reduzierte Masse des Sonne-
Erde-Systems praktisch identisch mit der Masse der Erdeli®Kraft zwischen den zwei Teilchen nur

vom Abstandd = |d| abhangt, finden wir:

B ) au(d) dUd)  r-m 0Ud)  dou(d)
Fiz = =VaU(d) = =Vud =5 = = =Valr =l =53~ = =0 — 4 = "4 ad

(167)

Also hat die Bewegungsgleichung d&lsstandvektord mathematisch die Form eines Earperproblems
mit Masseu und Ortsvektok:
d? d ou(d)

/l@ = —HW = —VdU(d) . (168)

Dies ist das reduzierte Zwedikperproblem.
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4.2 Bewegungsintegrale

Da wir ein konservatives Kraftfeld betrachten ohne exf@iZieitablangigkeit, muss die Gesamtenergie

diesesaquivalenten Einirperproblems eine erhaltened®e sein, d.h.
E= ’§‘|d|2 +U(d) = konst (169)

Wir haben hier in der Notation biécksichtigt, dass das Potenzial sogar nur vom Betrag desaAdbatk-
tors,d := |d|, ablangen soll. Eine weitere Erhaltungs@e ist wegen der Zentralkraft und Abgeschlos-
senheit des Systems der Drehimpuls

L = pud x d = konst (170)

Dies definiert uns eine Bahnebene, weil insbesondere dieuRighton L erhalten ist;d und d konnen
fur alle Zeiten nur in der vod. als Normale definierten Ebene liegen. Aus diesem Grundélem wir
0.B.d.A. ein Koordinatensystem, in dem der Drehimpuls kamsin Richtung des Basisvektags= L/L
zeigt, d.h.

L=Lle,. (171)

Die Bewegungl(t) verlauft dann in der vorey unde, aufgespannten Ebene, d.h.
d(t) = dy(t)ex + dy(t)ey . (172)

Als Richtung voney, wahlen wir die Richtung des Ortae$ zum Zeitpunktty, d.h. ex = d(to)/|d(to)l
(Anfangsbedingung béi); hierdurch istey = e, x ex. Im Weiteren sparen wir uns die Zeitargumente, d.h.
wir schreiben etwal, anstatid,(t).

Auch der Betrad- = |L| des Drehimpulses hat eine geometrische Bedeutung, nicldi@iRichtung
vonL.Dad x d = L/u, istL/u die Flache d&F des durchd undd aufgespannten Parallelogramms, oder:
dF = Ldt/(2u) ist die Flache des Dreiecks, das durdhund der Bewegunddt im infinitisimalen Zei-
tintervall d aufgespannt wird. D& eine Konstante ist, muss die vahin einem festen Zeitintervalt
uberstrichene Blche deshalb immer gleich sein. Das ist das 2. KeplerschettSes Falle des Gravitati-

onspotenzial&) (d) o« 1/d!
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Wir wollen nun die Bewegung in dge,, ey}-Ebene durch Polarkoordinatef ¢) beschreiben, d.h.

d

dcosfey +d sinfey =de, , (173)
d = de +dley, (174)

wie in unserer Diskussion der elliptischen Bahnbewegunghschnitt 1.6. Daey in Richtung vond(to)

zeigt, mus9(ty) = 0 sein. In dieseDarstellungist

|d|2 = (de, + déeg, der + déG@) = dz(er, e+ 2dd9<er, €g) + d292<e(,, €g) = d? + d26? (175)
und (Erinnerunge; X ey = e;)

L = ud x d= u(de;) x (de; + dfey) = pdde, x e, + ud?0e; x ey = ud®de, = Le, . (176)

Der letzte Schritt sagt uns, dass

) L2
d’e? = e (177)
Hiermit kdbnnen wir den kinetischen Anteil der Energi@mlich schreiben als
B = e Bz = Bp . (178)
2 2 2 2 2ud?
und die Gesamtenergie als ,
E-= %‘dz + ﬁ +U(@d). (179)

Dies ist ein sehr wichtiges Zwischenergebnis. Wir habenuwtapiinglich zweidimensionale Problem
mit zwei freien Koordinatend, #) nun — fir einen gegebenen Bahndrehimplls- auf nur noch einen
Freiheitsgradl reduziert. Die Energi& ist nun einzig von der Variablethablangig.

Wir beobachten, dass wir hier einen atgichen Term erzeugt haben, der wie ein weiteres Potenzia

wirkt, und der uns deshalb ein eindimensionales Problendemteffektiven Potenzial
2

2ud?

Uer(d) := +U(d) (180)

beschreibt. DasfBektive Potenzial wirkt wie ein abstol3ende Kraft, die in Rieig des Zentrumg = 0 mit

1/d® zunimmt. Dies ist eine direkte Konsequenz der Drehimphbkséung. Diese verhindert automatisch
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d = konst.

bei schwach anziehenden Potenzidlgl) o« 1/d" mit n < 2, dass sich die zwei &per beliebig nahe
kommen knnen. Die einzige Mglichkeit, dies&entrifugalbarrierebei einem “schwachen Potenzial” zu
umgehen, ist durch einen radialen Einfall der Teilcheniaafeder zu, d.h. durch(t) = 0 oderL = 0.

Damit sind wir bei unserer Reduzierung des Zviéeperproblems nun an dem Punkt angekommen,
den wir schon in Abschnitt 2.7 diskutiert haben. Wirkien die bsung der Bewegungsgleichud(f)

zwischen den Umkehrpunkteeih: 0 als Integral ausdicken:

d
t—ty = i\/gf ds , (181)
2
do \/E— £ —U(y

und desweiteren, wenn diesesdagtlist, den Phasenwinkel als Integral (Drehimpulserhgltu

E t dt/
B Jy, d(t)?

Wie schon edutert, entspricht das positive Vorzeichen i’ “einer Phase, in dem sich der Abstand

o(t) = ft t dt’ o(t') = (182)

vergoRert,d > 0, und das negative Vorzeichen dem entgegengesetzteiDBalZweilorperproblem ist

hierdurch integrabel, d.h. durch Integraie &lle Koordinaten austckbar.
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Zur vollstandigen Bestimmung der Bahn ligigen wir noch die Anfangsbedingungégn= d(t;) und
den Drehimpuls der Bahr, = ,udgé(to). Die Anfangsbedingungen definieren auch die Orientiedsy
Bahn- und Bahnebene, die durefund e, zum Ausdruck kommen. Mithilfe von GlI. (164) erhalten wir

schlieRlich die Ortsvektorery undr; aus dem Abstandsvektd(t) = d(t) coso(t)ex + d(t) siné(t)ey.

4.3 Bahnintegral

Haufig interessiert uns nicht unbedingt die zeitatdige Bewegung der Teilchen entlang der Bat{t),
sondern lediglich did-orm d(#) der Bahnen (Kurve mit Kurvenparamet@®: Hierfur beobachten wir

folgenden Zusammenhang (Kettenregel):

dd_dddt_d_udy_
d  dtdde ¢ L 2,1d2

oder

2
. \@ \/ 2;d2 _u(d)  (183)

L 1/d du

o(d.co) = | b == o -
L e e T

Im letzten Schritt habe wir die Variablentransformatts 1/u durchgeiihrt.

Die Umkehrpunkte sind wieder durch= 0 gegeben. Die Teilcherbknen die Umkehrpunkte nicht
uberwinden, wodurch sie entweder nur (i) zwischen zwei dbbbarten) Absindendy, und dmax 0szil-
lieren oder (i) nur genau einen Abstand beibehalten. Inh Halentspricht E genau einem Minimum
im effektiven PotenziaUg;(d) und dnin = dmax- Dies resultiert in eind&reisbahn weil dannd = konst
(Ausnahme. = 0'). Im Fall (i) bewegt sicld immer zwischemtl,, (Perizentrum) undx (Apozentrum)
hin und her, wobedl,, undd,.x benachbarte Punkte ziy sind, dieE = Ueg(dmin) = Uer(dmay) erfullen.

Als Sonderfall von (i) kanml,.x — oo sein: Der Abstand der zwei Teilchen kann beliebig grol3 werde

4.4 Geschlossene Bahnén

Von besonderem Interesse sind Bahnen (i), bei denen dieh@eilcachn; ganzzahligen Wiederholungen

des Radialzyklus der Bewegung vd@, hachdax die Phas®(dmax dmin) UM ein ganzzahliges Vielfaches
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n, von 2r verandern. In diesem Fall sind die Bahrggschlosserweil sich nach einer Periodedie Bahn

d(t) wiederholen muss, alsé(t + T) = d(t). Die Bedingung einer geschlossenen Bahn ist also:

1/dmax
M2 o L du (185)

ny V24 J1/dmin \/E_%_U(l/u)’

oder dass die Phas@amderund@(dmax dmin) €in rationales Vielfaches,/n; von 2r sein muss.
Trivialerweise sind im Fall (ii) Bahnen immer geschlossenilwich der Abstand nicht andert. Ob
es noglich ist, im Fall (i) geschlossene Bahnen zu erhaltémgh vom Potenzidl (d) und den Anfangs-

bedingungen ab.

4.5 Kepler-Problem

Das beiihmteste Zweitrperproblem ist vermutlich das Kepler-Problem. Hier defitet man zwei gravi-
tativ gebundene Punktmassen mit dem Potenzial

Gmnmp _ _GM/; o

a
U =-—5 d d’

(186)

Wir definieren insbesondet#(d — o) = 0 (Eichfreiheit). Wir besprechen zweiddlichkeiten, die Bah-
nen der Kepler-Problems analytisch zisén: Einen direkten Weg in diesem Abschnitt und einen sehr
eleganten Weg, der keine Integrationendtegt, im folgendem Abschnitt.

Die Bahn des Abstandei) ist nun gegeben durch:

L v d
6(d, do) = F 4 . (187)
‘/Z Ydo |E + qu— 2

2u

Das Integral ist ein Spezialfall von

f—dx _ L cost (—b — 2ax ) (188)
Vcrbx—ax +Va b2 + 4ac

des speziellen Falles> 0 undb? + 4ac > 0.a = L?/2u > 0 ist gegeben, wenh > 0. Wir schlieRen im

Folgenden radial einfallende Teilchen ohne Drehimpuls aus
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Wie sieht es mit der Bedingunsf + 4ac = o + 2EL?/u > 0 aus? Dies istfensichtlich erillt, sobald
E > —a?u/(2L?). E ist aber immer giler als das Minimum vob i, = Ueg(dumin) bei dumin = L2/ (),
da die kinetische Energie & immer positiv oder null sein muss, also

L2 _« __afz,u
zﬂdz dumin_ 212

umin

Diese Bedingung ist also genau dann immeitlésfwennE > U, was immer dann gegeben ist, wenn
wir keine exakte Kreisbahmit d = 0 betrachten. Wir wollen diesen Fall also auch ausschlieferken
aber an, dass dieser dennoch als stetischarizigg in der abschlielBendeidung enthalten ist. Er ist
also nicht wirklich problematisch.

Wir fuhren zwei neue konstante @&en ein,

2 2
IO=L—;€:: 1 ZLE, (190)
MHa M@
und erhalten so
2 — 1\ _
o(d) — 6(dy) = (d) = LV e (&1) _ cos’t (M) LA, (191)
\/Z L € d €
oder aufgadst nach dem Abstarnd
d(o) P (192)

- 1+ecos@—Af)
Die Integrationskonstant&) auf der rechten Seite entspricht dem Wert der Stammtfumkigad,. Beach-
te, dass wip(dy) = 0 definiert hatten. Die Phage= +A6 entspricht dem kleinsten Abstadgi, = p/(1 + €)
(Perizentrum).

Diese Losungen lassen sich urer Familienunterteilen:
€ = 0: Kreisbahnen mit Radius (Abstangl)

0 < € < 1: Ellipsen mitdyin = p/(1 + €) unddmax = p/(1 - €); oder der groRen Halbachae= p/(1 - €%) und
der kleinen Halbachde= /pa (folgt ause? = 1 — b?/a?);

€ = 1. Parabelbahnen mit der kleinsten Ammungd,.i, = p/2 aber keiner Obergrenze der Entfernung;
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cowno

mmm
I
N = O

10

=15

€ > 1. Hyperbelbahnen mit kleinstem Abstadg, = p/(1 + €) und auch keiner Obergrendgay;

Die geschlossenen Bahnen der Kreise und EllipsdillenfE < 0, wohingegen Hyperbelbahné&n> 0;
der SpezialfallE = 0 ist gegebeniir Parabelbahnen. Beachte, dass das Argument der Wurzet in de
Definition vone wegenE > Ui, hiemals negativ werden kann.

Alle diese Losungen sindegelschnittedie man in einem geeigneten Koordinatensystem atih-

geny(x) der quadratischen Gleichung
Y2 = 2px+ (€% — 1)x? (193)

zusammenfassen kann.

Anmerkung Eine analytische &sung der zeitaliingigen Bewegung der Kepler-Problemdlistigens

nicht bekannt! Mandst diesen Teil des Problems durch Bestimmung&{draber einfach numerisch.
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4.6 3. Keplersches Gesetz

Der Falle < 1 beschreibt das 1. Keplersche Gesetz: Planeten bewedreauikreis- oder Ellipsenbah-
nen. Diese Bahnen sind geschlossen, weil sich digp&r nach der Umlaufzelt bei gleicher Phase exakt
wieder beim gleichen Abstandsvekibbefinden. Aus der Drehimpulserhaltung folgt, dass dieké, die
vom Abstandsvektodi pro Zeituberstrichen wird, eine Konstante ist. Das ist das 2. Kepler Gesetz.

Was ist die Umlaufzeil ? Hierzu ziehen wir die Impulserhaltung= xd?9 = konst heran. Diese
besagt, dass der Vektdrin der Zeit d konstant die Fiche dF = L/(2u)dt Uberstreicht. Die Elche einer
Ellipse betagtF = rab, weshalb

T_F (d_F)_l: Zﬂﬂab:%

_ T s
T 1 3 avap= 3 Vpa’c. (194)

Wir haben oben gesehen, dass L?/(ua), weshalb die Umlaufdaudr zu

2ur L 4 u 2n
T="C—a =2, /7a? = ————a%? « a%? (195)
L Vha @ VG(my + my)

wegena = Gmymp, wird. Das ist das 3. Keplersche Gesetz. Winken dies auch schreiben als:

T2 47

— = —— = konst. 196

a®  G(my +my) (196)
Da die Massan, der Sonne deutlich gf3er ist als die Masse aller anderedrer des Sonnensystems, ist

my, + m, ~ my, wodurchT?/ad fur alle Planeten praktisch den gleichen Wert hat.

4.7 Runge-Lenz-Vektor

Abschlie3en wollen wir die Diskussion des Kepler-Probleniseiner weiteren béhmten Erhaltungs-
groRe. Wir hatten bisher die Erhaltung8B8enL = ud X d (Gesamtdrehimpulsyyyv; + mpv, = 0
(Gesamtimpuls im Schwerpunktsystem) uadGesamtenergie). Wir zeigen nun, dass sich hieraus f
das Kepler-Problem eine neue Erhaltungfgr ableitendl3t.

Die Bewegungsgleichung des Kepler-Problems ist

d+—-—=0. (197)
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Nehmen wir auf beiden Seiten das Vektorprodukt mit dem kortsh Drehimpuld, dann ergibt sich
(Erinnerungd = |d|; BACCAB-Regel)

[0

0 = dXxL+—dxL (198)
pd?
- daxn+ 2 ((d, dyd — d?d) (199)
dt A
d, - d 1.
d/. d
= &(dXL—a’a) . (201)
Im dritten Schritt haben wid = (d, d)/d verwendetd = |d|. Wir folgern also hier, dass der Vektor
A::dXL—a/Cai (202)

entlang der Bahwl(t) eine Erhaltungs@fie sein muss. Wir nennet denRunge-Lenz-Vektarder auch
Laplace-Runge-Lenz-Vektor.

Der Runge-Lenz-Vektor liegt in der Bahnebene, wdil L) = 0. Und A ist eine Erhaltungs@fie des
Kepler-Problems, deshalb muss hier auch insbesondere Rahtung konstant sein. Widknen diese
Richtung als eine Orientierung der Bainrder Bahnebene verstehen, die flas Kepler-Problem gegeben

ist. In welche Richtung zeigt nuA? Dies sehen wir durch (Erinnerun@i, b x c) = {c, a X b))

. . 2
(A,d) = |Aldcos¢ = (d,d x L) - %(d,d) —(L,dxd)—ad = £<L,L>—ad = "; —ad. (203)

Ldsen wir dies nach dem Abstadduf, erhalten wir

L2 1
d(9) = — & :

= = : (204)
|A] |Al
pal+ Zicosp 1+ Zicosp 1+ ecoss

Dies ist aber wieder der Kegelschnitt, Gl. (192), aus denhegen Abschnitt, wenn wi¢ := |Al/(ua)
setzen. Der Vergleich mit diesebkung zeigt uns, dass die Orientierung vbibei¢ = 0 in Richtung des
Perizentrums zeigt, und dass der Betrdg= eua direkt mit der Elliptizitait der Bahn zusammeahgt.

Wir erhalten also mittelsA die Losung der Bahngleichungiif das Kepler-Problem, ohne dass wir
diesmal irgend welche Integrale berechnen muf3ten! Dieodsimert die Macht von Erhaltung<ien
in der theoretischen Physik. Mehr Details kann man in [4]dmdwvo die losung des Kepler-Problems

koordinatenfrei hergeleitet wird.
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4.8 Das gegirte Zweikorperproblem*

Die Kepler-Bahnen gehen von sehr idealisierten Bedingungsnramlich davon, dass wir nur die iso-
lierte Wechselwirkung genau zweier Teilchen betrachtéssan. Sehen wir uns z.B. das Sonnensystem
an, wird aber klar, dass hier mehr Wechselwirkungen eineeRyplielen, die einen EinfluR auf die Bahn
eines Planeten haben sollten; etwa die Anziehung der gr@@splaneten. Dennoch ist die Schwerkraft
in Richtung der Sonne die dominierende Anziehungskraftid@ié-orm der Planetenbahn mal3geblich be-
stimmt. Die Losung des Zweikrperproblems ist deshalb vermutlich in laierung immer noch richtig.

Die exakteanalytischelLdsung dieses Vietirperproblems im Sonnensystem ist aber nicbglch,
weil schon das Dreirperproblem nicht mehr allgemein integrabel ist, wie vanH Poincare (L854-
11912) bewiesen wurde. Aus diesem Grund hat marstheungsrechnungntwickelt, die versucht, klei-
ne Abweichungen von einem idealen Problem zu approximiéké@nwollen die Logik dieser Methode
anhand eines relativ einfachen Problems demonstrieren.

Wir betrachten die Kraf¥U(r) eines Zweikrper-Zentralkraftproblems ohréei3ere Kafte;r ist der
Abstand vom Schwerpunkt. Die Masse des einémgers (Sonne) sei viel gBer als die Massm des
anderen Krpers (Planet), d.lu ~ m. In diesem Fall erhalten wir als Bewegungsgleichung desakiokst

r (Ableitung der Gesamtenergie; Kettenregel):

dm., .. d L2 L2 au(n),
a(?)—m”-‘a(E‘zmrz‘U“))—w‘ ar ! (205)
oder
L2 aU(r)
e Tar (208)

Im Fall des Kepler-Problems i&t(r) = —a/r. Wir nehmen an, dass wir einedsungr (t) fur diesen Fall
kennen (ideales Problem).

Wir stellen uns nun vor, dass das ui@pgliche Potenzial (r) ein wenig durch ein z@gzliches Po-
tenzialoU(r) gesbrt wird. Es solllsU(r)| < |U(r)| gelten: das Strpotenzial ist sehr klein. Z.B. kann man
der Sbtrung einer Planetenbahn durch die Schwerkraft andereeta in der gleichen Bahnebene ein
RingpotenzialbbU;(r) o« 4G Mia1-2/r3 zuordnen, wenn sich diese b&i < r befinden; oder ein Potenzial

oUi(r) o« GMir3/(4ai2) fura; > r; M, ist die Planetenmasse uadder Abstand des 8tenden Planeten von
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der Sonne [1]. Wir erhalten wegéh) eine neue Bewegungsgleichung (rechts)

L2 _au(r)  asu(r)

mr3 or or (207)

mi =

Wir vermuten, dass diese@ting zumindestir einen kleinen Zeitraum nur einen geringetekt|or| < r
auf den Abstand haben wird. Wir machen deshalb den folgeBttenngsansaifiir die neue Bewegungs-
gleichung

r(t) = ro(t) + or(t) , (208)

wobeirq(t) die Losung fir den Abstand des idealen Problems darstellt, d.h. diessing erdllt:

_ L2 _(9U(ro)

Mg = —5
mr3 aro

(209)

Welche Bewegungsgleichung gilt nuiirisro(t)? Wir setzen den Ansatz (208) in die Bewegungsglei-

chung (207) ein:

L2 _au(n) _dsU(r)
m(ro +6r)®  Or le=rgror O lrzroror
Weil ér klein sein soll, machen wir eine Taylor-Entwicklung der merauf der rechten Seite urg bis

Mig + Mor = (210)

zur ersten Ordnung ior (lineare Sérung), d.h.

L2 L2 3L2
- ~ 5+ 0(5r2) ; 211
m(ro + 6r)3 mrs mr @r’) -
2
au(r) _ () 9 U(zl’o) 51 +0(61?) - (212)
O lr=rosor dro arg
2
gsu(r) _ 9U(ro) 9 ‘5U2(r°)5r +O@r?) . (213)
or r=ro+or aro ar0

Setzen wir diese Terme in Gl. (207) ein und benutzen die Rel&i. (209), dann finden wir die Bewe-
gungsgleichung der linearend®tng

°U(ro) | 3*U(ro) | 3L2)6r _38U(ro)

214
ard ard mrg aro (214)

mor + (
Um diese Diterentialgleichung zusen, niissten wir nuniir gegebene Anfangsbedingungen erst die
ideale Losungry(t) bestimmen. Dann arden wir diese i.A. zeitaldimgige losung in die obigen Dieren-

tialgleichung zweiter Ordnung einsetzen, um diérGnhgar (t) zu berechnen. it die Anfangsbedingung

der Sbrung nehmen wir an, dass
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1. diese beiy verschwindetgr(to) = O;

2. und dass diese erst durch dagrpotenzialsU beit, hervorgerufen wird, d.hir(to) = 0. Dies hat

zur Konsequenz, dass(t) = O fur allet, falls wir mit sU = konst keine Sbrung haben sollten!

Die Losung des $trungsproblems kann je nach Aufgabenstellung ansprutils®imn. Wir kommen dann
nur mit numerischen Methoden weiter. Diédung ist dann aber auch niir Zeitaume sinnvoll, die klein
genug sind, damit taéshlich|6r| < r bleibt. Ist dies nicht mehr gegeben, bricht die linea@&hdrung
zusammen, und wir @ssen bhere Ordnungen iar miteinbeziehen oder einerbNig neuen Ansatz
suchen.

Als Anwendung betrachten wir nun den Fallt) ~ konst, wie wir das bei einer aréherenden Kreis-
bahn erwarten iwrden. Hieriir ist es zweckralig, die obigen Dierentialgleichung nochmal umzuschrei-

ben, indem wir den Drehimpulsterm nhit des dfektiven Potenzials durch die Bewegungsgleichung (209)

ersetzen,
2 2 .e
i (a U(zro) L9 6U2(ro) , 3mio §6‘U(Iro))6r _ _96U(ro) (215)
ar? ord fo  To dro aro
Darg ~ konst, ist 3miy/rg ~ 0 und deshalb
2 2
mer + CSF = _85U(|’o) : C = 0 U(ro) 0 6U(r0) N EGU(ro) : (216)
aro ara ara ro Oro
C ist eine Konstante weily = konst. Nun ist es sinnvoll, die &ung etwas umzudefinieren,
~  196U(ro)
or =or + — , 217
T or, (217)

um den konstanten Term auf der rechten Seite der inhomodgifiementialgleichung zu beseitigen. Wir

erhalten nun mit A
d%r C

+_
diz  m

eine wohlbekannte homogenefl@rentialgleichungifr or (t).

6r=0 (218)

Fur C < 0 wachst die bsung exponenziell an, ein sanfter Hinweis, dass die len&&rung nur tir
sehr kurze Zeit eine sinnvolle Beschreibung sein kann.
BeiC = O ist 5r(t) = 0 und wegen der Anfangsbedingung#i(t) = O fur alle Zeiten. Es gibt also

keine Sbrung in diesem Falle.
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Der FallC > 0 ist sinnvoller, weil wir dafir die Differentialgleichung eines harmonischen Oszillators
erhalten; einer ®rung wirkt einerickstellende Krafentgegen; unser System hat eine gewisse Stabilit

Die allgemeine bsung dieses Falles ist
sr(t) = Acos @[t — tg]) + Bsin ([t — to]) (219)

mit w? := C/mund zwei Konstantei und B. Die Konstanten ergeben sich aus den oben beschriebenen

Anfangsbedingungesr (to) = 6t (to) = 0 odersr (to) = — & L) undét (to) = 0. Die Rickstellung erzeugt

eine oszillierende Variation des idealen Problems der Art

Sr(t) = éo"sg—r(or")(l — cos ([t - to])) (220)

mit der Kreisfrequenaz.

Die oszillierende Strung hat demnach eine Periodendauer Vpe: 2r/w. Ist auf der anderen Seite
die Periodendauer des idealen Or@itdann werden wir bei einer idealen geschlossenen Bahn nar dan
zum Anfangsortr(tp) zurickkehren Bnnen, wenm, T = n,;T,/2 undny, n, natirliche Zahlen sind. Nur

in diesem Fall kann das Teilchen naghPerioden mit Phase 27 wieder zu
r(to + an) = ro(to + an) + (5r(to + nsz/Z) = ro(to) +0= ro(to) (221)

zurickkehren. Folglich muss das Periodenalenis T,/T = 2n,/n, einer rationalen Zahl entsprechen.

Ist dies nicht der Fall, dann wird die gésie Bahn nicht mehr geschlossen sein, was man z.B. beim
Planeten Merkur sehr deutlich als Periheldrehung beobadt@nn (der Runge-Lenz-Vektandert lang-
sam seine Richtung). Diese Drehung wird dadurch verursdabg das Newtonsche Gravitationsgesetz in
geringer Entfernung zur Sonne ungenau wird undsitditr) = —e/r2 geringfigig korrigiert werden muss.
Diese Korrektur folgt aus der Allgemeinen Relatgtheorie von Albert Einsteiri{879+1955). Man
findet aber auch Periheldrehungen der Bahnen anderer Riane®onnensystem — insbesondere Mars
und Saturn (um die 20 Bogensekunden pro Jahr) —, die durclklkaisgische gravitative Wechselwirkung

der Planeten untereinander hervorgerufen wird (durch dag@®tenzial).
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Quelle:Wikipedia (Absidendrehung)
Anmerkung Fur ein allgemeines 8tpotenziabU(r) = —gr" erhalt man
c=2 _n(n-1)rn2 (222)
r3 o
so dass als Bedingung der Stafilit
C>0e a-nn-1)8rg** >0 (223)

verlangt werden muss.
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5 Euler-Lagrange-Gleichungen

Wir sind mit unserer Beschreibung der klassischen Mechantikrs ziemlich weit gekommen. Mit dem
bisher Erarbeitetendnnte man den Eindruck gewinnen, dass wir jedes klassidgfskalische Problem

zumindest konzeptionell durch Aufstellung der Bewegungisgungen nundsen lkbnnten.

5.1 Zwangsbedingungen

Es stellt sich aber heraus, dass wir noch gar nicht so gerssew;i wie wir sehr abigliche Probleme in
diesem Formalismus unterzubringen haben. Was ist etwargwienn die Bewegung derdfper durch
Zwangsbedingungegingeschiinkt wird? Der Massepunkt eines Pendels z.B. kann sich mehbéwe-
gen, sondern musafjede erlaubte Auslenkung immer einen festen Abstadn Aufrangepunkt haben.

Diese Bedingung&nnen wir schreiben als:
Ir2 =12, (224)

Es geht uns nun also um di@sung der Bewegungsgleichungen mit Nebenbedingungen bzangsbe-
dingungen.

Wir schreiben allgemein Zwangsbedingungen dieser ArtialSgstem von = 1...k Gleichungen
mit

fi(z,1) =0; (225)

jede erlaubte Bewegung der Teilchenatte Z muss zu jedem Zeitpunkt dieses System von Gleichun-
gen ertillen; f; sei stetig diferenzierbar. Wir nennen diese Zwangsbedingurigganom Wir untertei-
len holonome Zwangsbedingungen nochmataonom-skleronommwenn sie nicht explizit von der Zeit
abhangen, odeholonom-rheonomwenn sie stetig von der Zeit aihgen. Eine explizit zeitaldimgige
Zwangsbedingungdante sein, dass sich diéihgel eines Pendels mit der Zeit érdert, d.hjr[2—1(t)? =
0. Oder wir betrachten Teilchen, die sich in einer Ebene geweriissen, die langsam rotiert.

Zwangsbedingungen, die sich nicht in der Form (225) schrellssen, nennen wir folgliahchtholo-

nom Ein Beispiel dieser Kategorie sind Billardkugeln, die sick &uf dem Billardtisch bewegeruiden,
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€z

F = —mge,

aber an der Bande reflektiert werden. Unsere Bewegung auf debé&nfiche ist auch nichtholonom, weil
wir nicht durch den Boden fallentkinen, aber uns oberhalb des Bodens frei bewegendn. Zwangsbe-
dingungen, die Geschwindigkeitenenthalten, knnen holonom sein, wenn sie aus totalen Zeitableitung

einer holonomen Zwangsbedingung entstehen. Leiten wilz3B- 12 = 0 nach der Zeit ab, so wird

—lr| = - =0 < ((r,7)=0 (226)

eine Nebenbedingung, die von der Geschwindigkeiblangt, aber trotzdem holonom ist. Wir konzen-
trieren uns hier haupashlich auf holonome Zwangsbedingungen.

Mathematisch definieren holonome Zwangsbedingungen eypetdbene oder MannigfaltigkeM,
die die Menge aller erlaubten Teilchenorte definiert. Hiecth werden die R Freiheitsgrade des Systems
auf Ny := 3N — k eingeschiinkt (wenn die Zwangsbedingungen unaibgig sind).

Eine “Einschankung” kann nur bedeuten, dass &utiche Kiafte —Zwangskrafte- Z; wirken, die
dafur sorgen, dass die Teilchen so beschleunigt werden, dasslisise ausschliel3lich innerhatlke M

bewegen. Beim vorangegangenen Beispiel des Pendels muZswingskraft in Richtung der Auéimgung
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wirken, damit die resultierende Kraft den Abstand des Massektes zur Aufhngung nicht veindert

kann. Deshalb lauten die eingesahkten Bewegungsgleichungen i.A.
mr, — F-Z,=0Vi, (227)

zusammen mit den Nebenbedingungg(e,t) = 0 im holonomen Fall. Wir &nnen das als Verallgemei-
nerung der Newtonschen Bewegungsgleichungen verstehen.

Wie die Zwangskifte genau aussehen, wird durch die Zwangsbedingungeimbgstind von der
Trajektorie selbst. Das Problem der einge&aakten Bewegung scheint also sehr schnell sehr kompliziert

werden zu Bnnen.

5.2 Zwangsprobleme 2. Art

Um das Problem anzugehen, versucht man einen neuen Sal voablangigengeneralisierten Koor-
dinaten g
i = 7i(0e Oz, - - - O ) =2 7i(g, 1) (228)
zu finden, der alle Zwangsbedingungém éineunabhangige Walder Werte vorg, immer gleichzeitig
erfullt, d.h.
fi(z(q,1),t) =0 Vi, 0k . (229)

Wir nennen Probleme, die so generalisiert werdénnen,Probleme 2. Art Diese Probleme haben
den Vorteil, wie wir gleich sehen werden, dass wir die Bewegggteichungendsen kbnnen, ohne die
Zwangskéfte jemals explizit kennen zuimsen.

Probleme 1. Artbei denen wir keine generalisierten Koordinaten findea,alle Zwangsbedingun-
gen trivialerweise eifllen, behandeln wir sgger. Hier muss man zumindest einen Teil der Zwarifsir
zusammen mit den Bewegungsgleichungen berechnen.

Fur das Beispiel unseres Pendetskte man, wenn wir nur die Schwingung in einer Ebgfee,}

betrachten, den Ortsvektordurch den Ausschlagwinke} = ¢ parametrisieren,

+l sing ] _ (230)

r(¢) = I singey — | coSge, =: le, =: (
—| cosg
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der Vektore, zeige nach oben. Dies éift automatischiir alle Winkelg die Zwangsbedingung|®—12 =
12— 12 = 0. Um nun die Bewegungsgleichung des einzigen Freiheitsgrad erhalten, setzen wir(¢)

in die Bewegungsgleichun@?®) ein,

d2
m@r(qﬁ) -F-Z (231)
—m2 ) cose 1 F-Z (232)
dt sing
- m|¢5[ cos ] — mip? +sine ] -F-2Z (233)
sing — COS¢
=: mipe, — mip’e, —-F - Z =0. (234)

Um hier weitere Fortschritte zu machen, multiplizieren die@seVektorgleichungn einem Fall mie,, .),
mlp — (ey, FY — (€4, Z) = mlp — (es, F) =0, (235)

und in dem anderen mie,, .)
mig? — (e;, Fy —(e;, Z) = 0. (236)
Beachte, das&;, e;) = 0 undle,|* = |e4|* = 1. Wir zerlegen also hier die fte in Komponenten entlang
der Aufhangunge, und senkrecht dazu, d.h. in Richtuag Die Zwangskraft &lt ja nur den Abstand zur
Aufhangung konstant, weshalb,, Z) = 0 in der ersten Gleichung gilt.
Wir sehen nun, dass die erste Gleichung nicht von der Zwaafigbtangt, aber trotzdem die Bewe-

gung ing beschreibt, d.h.

de(t) (esHF) mg . g . _
© - m sing(t) = T sing(t) ; (237)
die Kraft wirke hier nach unten miF’ = —mge,. Wohingegen die zweite Gleichung volsidig die

Zwangskraft beschreibt (zusammen Wat, Z) = 0),
(e, Z) = Mlg? — (e;, F) = mig?(t) + mgcos(t) , (238)

die wir berechnen@&nnen, sobald wir die Bewegungsgleichuf(t) gelost haben. Diesdnnte durchaus

von Interesse sein, insbesondere im Maschinenbau, weneimBendel konstruierenduhte und wissen
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muss, welche Zwangskite die Auffangung aushalten muss. Die Konstruktion ist es schliefdiehdie
Zwangsbedingungen aufrechterhalten muss! Wir erkennddbirigen in Gl. (238) die Zentripedalkraft
wieder, ml¢?, die wir brauchen, um ein Teilchen auf einer Kreisbahn ztehalDie Zwangskraft muss

aber auch die Kraftkomponengte,, F') entlang der AufAngung kompensieren (maximal lgex 0).

5.3 D’Alembertsches Prinzip

Um die vorherige Rechnung zu verallgemeineiinrf man ein weiteres Axiom der klassischen Mechanik
ein, das die Natur der Zwangsite betritt: das sogenannt@ Alembertsche Prinzipbenannt nach Jean-
Paptiste le Ronde D’AlembertX717+1783). Hierfir stellt man sich ein System miN Teilchen und
Positionenr; vor. Es seidr; eine beliebige infinitisimale Vanderung der Positionen, die mit den
Zwangsbedingungerertraglichist. Zusatzlich — und das ist wichtig hier — sollen die Zwangsbediggn

zu einem Zeitpunkeingefrorensein. Bei skeloronomen Zwangsbedingungen spielt dies katle, weil
diese sowieso zeitunabihgig sind. Aber auch rheonome Nebenbedingungen sdliedi¢ gedachten
Verschiebungenr; zeitlich konstant sein.

Man nennt die Verschiebungeém; virtuelle Verrickungenweil diese unter rheonomen Bedingungen
praktisch nicht durctifhrbar sind. Zur Veranschaulichung siehe Beispiel der Rerfleinem horizontalen
Draht: Der Draht bewegt sich immer weiter nach oben, so dassein horizontale Bewegung der Perle
niemals ndbglich ist. Halten wir die Zwangsbedingung aber zeitlicst felann kann sich die Perle beliebig
nach links und rechts bewegen. Die Zwangskraft wirkt in elleBeispiel vertikal und sorgt daf dass

die Perle sich genau vorgegeben nach oben bewegt.

Definition. Das D’Alembertsche Prinzip besagt nun, dass virtuelle dfgebungeryr; entgegen der

ZwangskrafteZ; in der Summaiemals Arbeit verrichten, d.h.

N
Z(Zi,am =0. (239)
i=1

DiesesPostulatbasiert auf der Beobachtung, dass die Anwesenheit von skieren Zwangsbedingun-

gen die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systemyer@idert. Deswegen geht man auch bei
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Z Ar
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or
virtuelle Verruckung

rheonomen Bedingungen davon aus, dass diese keine Arbeit 8Butnme leisten, wenn wir die zeitliche
Anderung der Zwangsbedingungen abschaltércen.

Vorsicht! Das D’Alembertsche Prinzip bedeutet aber

e nicht, dass einzelne Teilchen keine virtuelle Arbeit leistem. c&kinzelne Summande{¥;, 5r;)
konnen durchaus von null verschieden sein; siehe Beispietwdat Perlen, die durch einen Draht
auf einen festen Abstand gehalten werden (die Mungen Bnnen das Perlenpaar verschieben

und drehen); wegen ActieReactio gilt in diesem FalE; = —Z5;

¢ nicht, dass rheonome Zwangsbedingungen keine Arbeit an einetar®ysisten knnen. Beispiel:
Eine Kugel, die sich aufgrund von Zwang entlang eineiigeen Trajektorie-(t) mit |7 # konst
bewegen muss. fiensichtlichandert sich hier die kinetische Energie der Kugel! Die dytan vir-
tuellen Veriickungen sind in diesem Fall aber alle ausnahm&los 0, da die Kugel keine Frei-

heitsgrade hatf (r, t) = |r(t) — 7(t)| = O.
Im zweiten Fall wird die Arbeit am System durch den “Motor’lgjstet, der die rheonomen Zwangsbe-
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) - ) —
+ 1 51‘1 51‘1
Z,

Zj | ry = ory ZzT ZzT
o ' S o

61‘2 = —51‘1 51‘2 = (SI‘l

<Z1,(5I‘1> = —(Z2,6r2> <Z2>5rz> =0 <Z17(5rz> =0

dingungen gew@hrleistet. Virtuelle Arbeiten verschwinden jedoch auigr.h

5.4 Euler-Lagrange Gleichungen 2. Art

Das D’Alembertsche Prinzip gibt uns nun diedlylichkeit, die Zwangskifte aus den Bewegungsglei-
chungen zu beseitigen, wenn wir geeignete generalisigmghlangige Koordinaten; finden konnen.
Dank dieses Postulat®knen wir tamlich die Bewegungsgleichungen mit Zwangsten als
N N N N
D (i = FL = Z,om)y = ) (Wi — F,0m) + ) (Z,0m) = ) (i’ — F,or) =0 Yo, (240)
i=1 -0 i=1 i=1 i=1

schreiben. Diese Summe verschwindgtdlle erlaubten virtuellen Veirckungen. Dies scheint erst mal
wenig Vorteile zu haben, da wir ein System vorfiBientialgleichungen in eine Summe von Skalaren
verwandelt haben. Wir sollten hier zumindest anerkennass @uf der rechten Seite der Gleichung die
Zwangskéfte nicht mehr auftreten.

Das Problem mit dieser Gleichung sind die virtuellen YWekungensr;, die aufgrund der Zwangsbe-

dingungen nicht linear unabBhgig sind. Deswegen suchen wir uns einen neuen Satz voradjsieeten
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Koordinateng;, miti = 1... Ny beik Zwangsbedingungen, die unabigig gevéahlt werden drfen, ohne
die Zwangsbedingungen jemals zu verletzen (Problem 2. Bain diicken wir die virtuellen Bewegun-

gen (Kettenregel)
ori(g.t) = Z o 54 (241)

als Funktion virtueller Veiiickungen der neuen Koordmatéqq aus. Setzen wir diese Beziehung nun in

Gl. (240) ein, erhalten wir

N
D (i — F,om) = Z[Zmr. - F, >)5q, =0 Y4q; . (242)
i=1

Dieser Schritt ist eine erhebliche Verbesserung: Die G12)2nuss {fir beliebige undunabhangi-

ge Kombinationensq; gultig sein. Das ist aber nur @glich, wenn die einzelnen Ké&ienten vonsq;
(rechts) verschwinden, also wenn

N

;m\ﬁ - F, z’";> = lemm, o) —;k ] 3;> =0 vj. (243)
Dies verwandelt den Satz véfhBewegungsgleichungen in einen neuen SatzNipBewegungsgleichun-
gen; eine iir jede neue Koordinatg. Im Grunde sind das schon die Bewegungsgleichungegq; f die
wir suchen. Aber die direkte Al@imgigkeit vong; muss nun noch besser herausgearbeitet werden. Wir

sehen uns deshalb gleich die beiden Summen auf der rechterg&eauer an.

Anmerkung Bevor wir hier fortfahren, eine kleine Bemerkung die geonsetre Interpretation der Vek-
torend;r; = 5"‘ betregfend. Wir stellen uns vor, wir halten alle Koordinatgnbis auf eineq, konstant
bei einem bestlmmten Wert; wir variieren nur diesgsDieses definiert;(q) definiert eine Kurve in
E3: eine KoordinatenkurveAls einfaches Beispiel stellen wir uns ein kartesischesrioatensystem
r(X,Y,2) = Xex + Yey + Ze, vor. Halten wiry und z konstant, erhalten wir durch Variation voneine
Gerade parallel zux-Achse. Die Ableitung);r; bezeichnet den Tangentialvektor logian dieser Koor-
dinatenkurve: einen Basisvektor dgrAchse des lokaleRrummlinigen Koordinatensyster{isA. nicht
normiert). In unserem Beispielare dies ein Vektor in Richtung derAchse; dieser ére an jedem Punkt

der Kurve gleich. Beim Punkgy, oo, . . ., dn,) beschreiben die Tangentialvekto@m; deshalb eine lokale
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Basis. Da wir uns aber frei entlang allgrKoordinaten bewegenifen, ohne die Nebenbedingungen des
Problems zu verletzen, spannt die Basis |dkak;|¥ j} den Raum aller Richtungen auf, in die wir dés
Teilchen noch bewegerbknen. Die Bewegungsgleichungen (243) projizieren nun déeeunigungen

r; und die wirkenden Kafte F; auf diese Basis. ZwangsMte werden in dieser Darstellung irrelevant,

weil wir uns entlang dieser Richtungen ja ohne Einackung bewegenidfen!

Definition. Wir bezeichnen in der Gl. (243) die Summe

N or; 0z
1= > (Bl =) =(Fy =), 244
Q Z‘< 7 = P ) (244)

aller projizierten Krafte entlang gals generalisierte Krafte.

Wir formen nun den anderen Summanden auf der rechten Seit&v@243) um (Kettenregel und fol-

gende Nebenrechnung)

ori. d or; 5 d or
m(rlv aq]) - d <'r|’ 6q]> m(rl, dt aqj> (245)

< ri, > m< i 4
99; " gy

- Ei(ﬂwz)— 2 (Byi)

)

dt oq; ]
_ dan o
a dtaqj' aq,- ’

Dieser Ausdruck beschreibt also eine lineare Operatiom{i{pation von Ableitungen), die auf die ki-
netische Energid; := my|r;|?/2 desiten Teilchens wirkt. Deswegen wird die gesamte Summe in Gl.
(243):

N N
2 : m or; . 0z daT

(7, )=MOZ, ——)=———-—-— ; T = T|:—<m®Z 2),, 246
= aa; ag;"* ~ dtag, aq, ; (246)

wobeiT die gesamte kinetische Energie des Systems aoktr

Insgesamt &nnen wir nun die Bewegungsgleichungen in Gl. (243) schreithe

doT oT .
—2 2 0 =0vj. 247
dtoq,  aq Qj J (247)
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Dies ist die allgemeine Form d&uler-Lagrange Gleichungen 2. AfELG2) zur Behandlung holonomer
Zwangsbedingungen, die auf die Arbeiten von Leonhard Etdé10751783) und Joseph-Luois Lagran-
ge (1736-1813) zuiickgehen. Diesdl, Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit beschreiben die
Entwicklung der generalisierten Koordinatgnin t. Der entscheidende Fortschritt des Formalismus be-
steht darin, dass diese Gleichungen auch bei Zwangsbedjagugiltig sind, solange diese (i) holonom

sind und (ii) wir Koordinater; finden kdnnen, die unaliingig sind und alle Nebenbedingungerniéen.

Nebenrechnung Die Rechenschritte, die in der zweiten Zeile von Gl. (245)etsttichenwurden,

mussen noch eiutert werden. Entsprechend der Kettenregel giltie totale zeitliche Ableitung

i = dla-0 Z Saa+ G = (.. (248)
und deshalb sofort (partielle Ableitung!)
a’h 6ri
—_—=—, 249
aq;  aq; (249)

was in der Herleitung eben verwendet wurde. Adimstes nehmen wir die partielle Ableitung von Gl.

(248) nachy;

oPri . 0°r
Zaqﬁql aqot - (250)

Das vergleichen wir mit der totalen Ableltung nach der Zgin (die Reihenfolge partieller Ableitungen

ist vertauschbar)

. Ne 92, 2
Ear,(q,t) :Z o°r; 4 (’)r, Z 0%r; 4 8r, ’ (251)
dt g, = daaa, " atag, daoq " " agt
und finden durch Vergleich mit Gl. (250) die zweite Idedtit
d 6’I‘i 8r.
——t_ =1 252
dtdg;  dg; (22

die in Gl. (245) verwendet wurde.

Anmerkung Die Zwangskéfte tauchen in den Bewegungsgleichungen zwar nicht mehizixauf,

aber wir KOnnten diese brauchen, um evtl. die Belastung einer Korigiruku berechnen, didif die
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Zwangsbedingungen verantwortlich ist. Hiarkann man folgenermal3en vorgehen: \Wsdn zuerst die
Bewegungsgleichungem(t). Hieraus erhalten wir dannif jedes Teilchem die auf es wirkenden Kafte
my#;(t) und hierdurch wegen Gl. (227)

Zi(t) = m#(t) - Fi(z().1) (253)

die Zwangskéfte zu jedem Zeitpunkt

5.5 Forminvarianz

Die Wahl der generalisierten Koordinaten ist nicht eindgi8obald wir einen Satz Koordinaten gefunden

haben, Bnnen wir immer durch die Transformationen

O = Gi(dp, s - - -, Oy, 1) (254)

auf einen neuen Satg wechseln. Beachte hier, dass sich die Geschwindigkeiteshdur

. d | ,
G = aQi (0, - - -5 O, 1) (255)

ausq’ undq’ ergeben.

Wir nennen die Transformatiog(q’,t) eine PunkttransformationDa dieq; die Nebenbedingungen
erfullen, werden auch die neuen Koordinatgmliese erfillen. Damit sind aber die Bedingungen der obi-
gen Herleitung der ELG2 gegeben, so dass auch diese neueditkaten den Bewegungsgleichungen
(247) gehorchen, wenngleich nijt— ¢ undQ; — Q/. Diese Bewegungsgleichungen sind also formin-
variant, sie sindiir jeden Satz generalisierter Koordinateiitig). Man kann dies auch explizit zeigen wie
in [3].

5.6 Euler-Lagrange Gleichungen 2. Art: konservative Kiafte

In vielen Situationen findet man konservative, geschwikeitgunabBngige Kafte F,(z) = —VU(2).
Die generalisierten Kafte werden unter dieserijrfden theoretischen Physiker angenehmen Bedingungen

0z M((a.1)

: . 256
aq; dq; 0q; (238)

0
Qj = (Fp, =), = ~(VU(2), 3_§>Z -
J
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Hiermit konnen wir die ELG2 schreiben al8\{/dq, = 0)

doT  aT _daT-U) AT -U)

aa_ql — a_ql -Q = o aql 0q| =0 Vi (257)
oder einfach als
doL oL .
aa—ql—a—ql—o Yi, (258)
wobei wir
L =T-U (259)

die Lagrange-Funktiordes Systems nennen. Diese Form der ELG2 wird aofigsten verwendet.

Anmerkung Bei geschwindigkeitsal@mgigen Potenzialed(z, z) finden wir als generalisierte Kraft

ou dou

g 260
oo, " dtag, (260)

Q=

Deswegen erhalten wir in diesem Falle tlie Bewegungsgleichungen immer noch die ELG2 (258), aber
nun mit der Lagrange-Funktiafi = T — U(z, z). Formal veandert ein generalisiertes Potenzial, das wie
z.B. in der Elektrodynamik antféen, die Konstruktion der Bewegungsgleichungen also nicht!

Sollten wir nicht alle Kéfte mittels eines Potenzials augdken lonnen, erhalten wir eine Mischform
fur die ELG2. Alle konservativen Kfte sind dann als Potenzial iff enthalten und alle anderen als
generalisierte Kafte in Qj, d.h. wir finden die Bewegungsgleichungen

doL oL

G ga =@ (261)

5.7 Mathematisches Pendel

Kehren wir nun zuick zu unserem Eingangsproblem des Pendels. Wir betradeteri-all, dass das
Pendel einem homogenen Gravitationsfeld ausgesetzt gki8r nennen die Richtung entgegen der
Schwerkraft diez-Richtunge,. Dann istU = mgz Das Pendel soll nur in detzEbene schwingen. Als

generalisierte Koordinat&lhren wir den Auslenkwinket ein,» = | singey — | cosge,; | ist die konstante
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Pendelinge; der Aufingungspunkt ist der Ursprung,= 0. Also istr = |¢ cospe, + l¢ singe, und
deshalbl = m#[2/2 = mP¢?/2. Die Lagrange-Funktion ist

242
L:T—U:m|¢

+ mlgcose . (262)

Daraus erhalten wir die Bewegungsgleichuiigd,

doL oL d, o R g =
&%_%_dt( P$) + migsing = mP¢ + migsing = 0 (263)

oder
b+ %simp ~0. (264)

Fur kleine Auslenkungen ist sing ~ ¢, und deshalb ist dann die Bewegungsgleichung die eines harmo
nischen Oszillators mit Kreisfrequeiz = \/M Der allgemeinere Fall ist nicht analytisabsbar (aber
integrabel: eindimensionales Problem mit konservativeaftt Man kann ihn aherungsweise mittels
Methoden der Strungstheorie diskutieren.

Wir kdnnen auch noch eine Reibungskr&it= —ar in der Betrachtung bécksichtigen, die der
Bewegung des Pendels entgegenwirkt. Dieser entspriche keinservative Kraft, so dass wir in diesem

Fall die generalisierte Reibungskraifirp berechnen rinssen:

Qs = (F, g—;> = —a(r, | cospe, + | singe,) = —a(lp cospe, + |¢ singe,, | cospey + | singe,) = —al?p .

(265)
Die Bewegungsgleichung des Pendels ist ngretralt nur die konservativen kafte)
%% - Z—j ~ Q, = mP$ + migsing + al’p = 0 (266)

Dies gibt uns nunir kleine¢ die Bewegungsgleichung eines @eapften harmonischen Oszillators.

5.8 Dissipationsfunktiort

Reibungséekte lassen sich mithilfe einer sogenanrdéssipationsfunktioelegant in die Euler-Lagrange-
Formalismus integrieren. Dies erreichen wir durch Vegtginerung der obigedberlegungiber Rei-

bung bei einem mathematischen Pendel. lienehmen wir an, dass die Reibungskraft jedes Teilchens
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durch

—hi(lv; Dﬁ (267)

beschrieben werden kann, wolbgjv) eine beliebige Funktion ist, die nur vom Betriag der Geschwin-
digkeit desiten Teilchens aldmgt; hi(v) darf natirlich fur jedes Teilchen verschieden sein. Die hier be-
trachteten Reibungséite sind also nur Funktionen der Geschwindigkeit einelefiens und wirken im-
mer entgegen der aktuellen Bewegungsrichtum@) > 0).

Empirisch findet man bei Gleitreibung z.BYV) « v und bei einer Luftreibunb(v) « v, vorausgesetzt
die Geschwindigkeiten sind nicht zu grol3 [3]. Beachte, daskattesische Geschwindigkeit(q, g,t) =
i I.A. eine Funktion der generalisierten Koordinatgrderen Geschwindigkeitapund der Zeit ist.

Um die Reibung nun in die ELG2 dégn Teilchen zu integrieren, berechnen wir nun die gerseeale
Reibungskraft (Erinnerung; := |vj|)

N

or;
R _ FR ! 268
Q JZ< 7 (268)
N N .
hj(lvjl) or; 0 hj(lvjl) or;
- , Vi, — 269
Z ol G JZ; ol 55 (269
N N
h (Ivjl) 301 hi(lvih 1 o
—) = - ——(Vj, VU 270
Z ol g JZ:; |vjl 23Qi< » o) (270)
N N
hi(lv;l) 1 0lv;? Jlvj|
- - = - hi(Jvi]) — 271
JZ; ol 2 04 JZ; 1005 @71)
N N )
oV, 0 Vi
= — hi(V))— = —— f dv hi(v) . 272
,Z; O 8qu§; - avhw) (272)
Der letzte Schritt verwendet die Relation
o Vi(q,q.t)
— dv h:(v) = hi(v 273
% ) = )2 5 (273)

der aus dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt; die dnergralgrenze ist eine Funktion der Variablen
q;. Der Schritt (') verwendet die Relatidir; /dq; = dv;/0q;, der in der obigen Nebenrechnung schon mal

bewiesen wurde.
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Deshalb knnen wir die generalisierte Reibungskraft

r__OP
Q=-% (274)

bequem aus der geschwindigkeitsabyigen Dissipationsfunktion

N vi
P::; fo dv h(v) (275)

ableiten, die einmalifr das gesamte System ausgerechnet wird. Die ELG2 mit Relauten dann

doL oL oP _

dtog  dq; " oG (276)

Wichtig ist fur die folgenden Diskussionen, dass der Dissipationstecht aus der Lagrange-Funktion
abgeleitet werden kann, sondern als Extrakraft in die Bemgggleichung eingéhrt wird.

Als Beispiel betrachten wir nochmal den Reiburf§se in einem mathematischen Pendel,
R . v
F" =—-ar = _h(V)V (277)
mit h(v) = av. Folglich ist nun die Dissipationsfunktion
V
P= f v h(v) = 2V = 212 (278)
0 2 2
und hierdurch die generalisierte Reibungskraft des Frisdpeidsy

Q= 9" oA’ (279)

in Ubereinstimmung mit dem vorherigen Ergebnis.

86



Patrick Simon 6 BESCHLEUNIGTE BEZUGSSYSTEME

6 Beschleunigte Bezugssysteme

Die Forminvarianz der Euler-Lagrange-Gleichungeniiggizh einer Punkttransformatioroknen wir be-
nutzen, um die Bewegungsgleichungen eines anderen Beztegasysit Koordinateg’(g, t) aufzustel-
len. Insbesondere muss dieses Bezugssystem nicht notwendige ein Inertialsystem sein. Als Beispiel

konzentrieren wir uns hier auf rotierende Beobachter.

6.1 Rotierende Beobachter

Wir betrachten hieifr aus der Perspektive eines inertialen Beobachter B1 eibgmeiKunter dem Einflul3
des konservativen Kraftfeld&(r). Es sollen der Einfachheit halber keine Zwangsbedingafigrediesen

Korper gelten. Die Lagrange-Funktion des Beobachters B1 ist

L= - U@ (280)

Zur Parametrisierung von(t) benutzt B1 die zeitlich konstanten Basisvektoegmit den Koordinaten
X, d.h.r(t) = x1e1 + Xoen + Xzes.

Ein zweiter Beobachter B2 verwendet den gleichen Urpsidng E® wie B1, befindet sich aber
in Rotation: B2 benutzt eine rotierendegitabhangige Basig{(t) und die Koordinaterx', um den Ort
r(t) = X, e} + X,e, + ;e des Korpers zu parametrisieren. Hierdurch ist zwar der Ort®rekt) € V2 fir
B1 und B2 identisch, aber i.A. nicht deren Koordianigandx’.

Durch die Rotation seiner Basis wird B2 eine andere Geschwkedig'(t) beobachten als der Beob-

achter B1. Beobachter B1 findet ;
() = ) Xei (281)
i=1

Der Beobachter B2 iwrde dem Krper die Geschwindigkeit

3

() = ) Xel(t) (282)

i=1
zuordnen, basierend auf den Zeitableitungester Koordinaten und der Bas¢szum Zeitpunkt. Die Ge-

schwindigkeitensvektorer(t) unds’(t) sind aber unterschiedlich, was man durch die folgende Rewahn
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sehen kannd{ = w x e, siehe Abschnitt 1.5):

3 3 3 3
PO = > Xel()+ > Xe[) = > Kel()+ > Xw x e(t) = 7(t) + w x /(1) (283)
i=1 i=1 i=1 i=1

Die Rotation der Basis B2 sei hier beschrieben durch den Vekitder Winkelgeschwindigkeity darf
sich prinzipiell auch mit der Zei&ndern. Beide Beobachter kommen also zu dem Eirivedsis, dass
sich7(t) undr’(t) umw x 7’(t) unterscheiden.

Beachte, dass diese Darstellung koordinatenfrei ist: B2titaitsachlich eine andere Geschwindigkeit,
nicht nur andere Geschwindigkeitskoordinaten des gleittaktorsr. Das ist deshalb, weil B2 bei einer
Geschwindigkeitsmessung auch die Bewegung seiner Basisealdieht.

Wie sehen nun die Bewegungsgleichungén B2 aus? DetUbergang vonx, nach x/(xq, Xp, Xs, t)
definiert eine Punkttransformation. Wegen der Forminvaridger Lagrange-Gleichungen erhalten wir die
Bewegungsgleichungen dgrdadurch, dass wir dig in £ durchx(x], X;, X3, t) ersetzen.

Dies klingt komplizierter als es in Wirklichkeit ist. Wir @aissen hiefir namlich nur die Geschwindig-
keit

r=r' +wxr ; r=r (284)

in der Lagrange-Funktiof(r, r), Gl. (280), substituieren

= Mirwxr-uw) (285)
4 m

= Eli"lz +Mr,wXxr)+ E(w Xr',wxr)y-U®r") (286)

= DU G w ) + el P = [, 7)) - UE) (287)

Hier haben wir die Relatiofa x bj*> = |a|?|bl> — |(a, b)|> verwendet. Durch diese Art der Herleitung
mussten wir die Punkttransformatien= (X, X, X3, t) nicht explizit angeben, sie ist aber indirekt durch
die Koordinatendarstellung vati undr’ in £’ enthalten.

Die Lagrange-Funktio” enthalt zwei neue Terme, die wir unterstrichen haben. Diese &esimd
verantwortlich fir additive Extraterme — sogenanr&eheinkrafte- in den Bewegungsgleichungen des

Beobachters B2,
E oL B oL
dtox  ox

0 Vi. (288)
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Um die Scheinkafte zu berechnen, schreiben wir ibergehend die neuen Termefnhals Funktion der
Koordinatenx'. Dies ist nicht anders @glich, weil die Bewegungsgleichungen die Koordinateexplizit

brauchen. Wir erhalten:

L =m(r,w Xx7r’)

3
m > apXwix, (289)
i,j.k=1

3 2

m ’ / m 12V

> wi2x12—§[§ wm) . (290)
i=1

ij=1

m
L= §(|w|2|fr'|2 — Kw, ™")?)

(Erinnerung: & x b); = ¥« &jkajb; in einer beliebigen orientierten Orthonormalbasig;ist der Levi-
Cevita-Tensor.) Beachte, dass diekalarenAusdiiicke die zeitabingigen Basisvektoreg(t) nicht ex-
plizit enthalten; nur deren Orthonormalitwurde verwendet.

Man erfalt nun durch Anwendung von Gl. (288) adf (Hinweis: ) benutztg; = —«;j):

oL 3
a"l = M) e, (291)
X jk=1
d oL, : . . . .
——1 = m ) e (@)X + wK) = m@x T+ wx ), (292)
dt ox =
0L 3 ) 2
or = M) aiXe) S -m ) aiwiX = -m(wx i), . (293)
X ij=1 ij=1
doL, oL . y
= & 8)'(|’1 - (9)(,’1 = Mwxr)+2m(w x7), . (294)

Die entsprechenden Terme, die v@herzeugt werden, sind (BACCAB-Regel im letzten Schritt):
0L,

7% = 0, (295)
(9-5/2 _ T i 2 12y _ Tzi /X/ ’ (296)
ax 2 i1 AT i,j:lwi i
3 3
= m¥ > o —mef Y WX (297)
i=1 ij=1
= Mw, W)X — M, )] (298)
= M{w,w)r —(w, rw), (299)
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-M(w Xw X7’) , (300)

oL, oL,

—dtox  ox

Fassen wir diese Ergebnisse mit den anderen Termen der Begsggeichungen von zusammen,

M(w X w X7’), . (301)

dann lonnen wir fir den Beobachter B2 konstatieren:

M +Mw X7 +2Mw X +mw XxXwxr +VU(@')=0. (302)

Der Bewegungsgleichungw: + VU(r) = 0 des inertialen Beobachter B1 sind demnach neue Terme
hinzugefigt worden (unterstrichen). Diese Scheddke des rotierenden Beobachters B2 sind die Corio-
liskraft (2mw x ) — benannt nach Gaspard Gustave de Coriolig92+1843) —, die Zentrifugalkraft
(mw xw x7’) und eine weitere Kraftw x r’, die nur bei einer beschleunigten Rotatios: 0 beobachtet
wird.

Die Corioliskraft hat einen wichtigen Einflul3 auf das Wetystem der rotierenden ErdeiiFden
mitrotierenden Beobachter auf der Nordhalbkugel werdetnha$sen, die Tiefdruckgebieten entgegen-
stromen, durch die Corioliskraft gegen den Uhrzeigersinn abdet] auf der 8dhalbkugel hingegen in
Uhrzeigersinn. Das Verhalten bei Hochdruckgebieten, vemed Luftmassen radial wegstnen, ist ge-
nau anders herum. Die Entstehung der Passatwindiguatorrihe oder der Verlauf des Golfstroms gehen

auch auf die Corioliskraft ziick.

6.2 Erde-Mond-System

Generell wird die Beschreibung der Trajektorie in einemerainden System komplizierter, weil mehr
Krafte zu beiicksichtigen sind. Es gibt jedoch Situationen, bei denéemende Bezugssysteme die Be-
trachtung einfacher werden lassen. Nehmen wir z.B. das&rotér Gezeiten der Meere im Erde-Mond-
System. In grober Bherung umkreisen sowohl die Erde als auch der Mond den geareen Masse-
schwerpunkiR auf Kreisbahnen mit der Winkelgeschwindigkeit= 27/27.3d (Zweildrperproblem).
Setzen wir uns als Beobachter ruhend Ruind rotieren unser Koordinatensystem exaktanitim die

Achse durchR in Richtung des Drehimpulsvektdr von Erde-Mond, dann befinden sich Erde und Mond
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Schwerpunkt (SP)

Erde-Mond
Fafugal =0

Fmond + szugal >0

SP Erde
Fmond + szugal =0

Frnond + szugal <0

in Ruhe, etwa bei einem konstanten Abstand ¥@x 10° km. Dass Erde und Mond trotz der Schwerkraft
nicht aufeinander fallen, er&ten wir uns indiesemBezugssystem durch die Zentrifugalkraft, die genau
die Schwerkraft in den Masseschwerpunkten von Mond und Eodgensiert. Die mondzugewandte Sei-
te der Erde, hingegen, ist etwasher zum Mond. Weil dort die Mondschwerkrafb@er ist, wird Wasser
auf dieser Seite zum Mond gezogen. Auf der mondabgewandiié® I8ngegen ist die Schwerkraft des
Mondes kleiner wegen des 12.000 km gbRReren Abstands (die Erde hat einen Radiusv@&00 km).
Noch wichtiger: Dort ist die Zentrifugalkraft gRer als die Schwerkraft des Mondes; das Gleichgewicht
beider Kiafte ist ja im Erdmittelpunkt. Deshalb wird Wasser auf die€Seite scheinbar vom Mond abge-
stolRen, wodurch ein mondabgewandter, zweiter Wassetgehkerg entsteht.

Da sich die Erde noch um die eigene Achse dreht, datdhkin fester Beobachter auf der Erdober-
flache im Laufe eines Tages zwei Wasserberge aer-tFlut und Ebbe). In einem Inertialsystenisste

das gleiche Pimomen durch die Masseagheit der mitgefhrten Erdozeane beschrieben werden.
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7 Erhaltungsgrof3en

Unsere Situation ist nun die Folgende. Um die Dynamik einese®ns vorN Teilchen unter Zwangsbe-

dingungen zu beschreiben (holonom; hier: nur 2. Art), stelir
1. die Lagrange-Funktiof = T — U des Systems auf;

2. fuhren einen Satz generalisierter Koordinajegin, die die Zwangsbedingungg(z, t) = 0 erfullen
(Anzahlk), und

3. erhalteniir dieg; mit den ELG2Ny = 3N — k Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Zeit
4. Die Bahnemr(q(t),t) sind dann formal durch diedsungeny(t) bestimmit.

Der letzte Schritt (4) isfiblicherweise der, der am meisten Schwierigkeiten beilezig. der analytisch
nicht moglich ist. (Mittels numerischer Methoden kann manimiéth immer die Bewegungsgleichungen
fur konkreteAnfangsbedingungen oder Randbedingungen mit einer tedhiiegrenzten Genauigkeit
|6sen. Die analytische allgemeine Form désungen ist aber vom theoretischen Standpunkt her interes-
santer.)

Wir hatten bei der Diskussion des Zwaériperproblems gesehen (Abschnitt 4), dass die Kenntnis von
Erhaltungsgil3en, wie die der Energie oder des Drehimpulses, die Anzahfreien Variablen des Pro-
blems reduziert. Dadurch wird es z.B. im Zw@ikerproblem raglich, die Losungen direkt durch Integra-
le auszudicken. Deswegen sollte man so viele ErhaltungBgn wie naglich fur ein gegebenes Problem
finden. Aul3erdem verraten die Erhaltunggggn uns auch etwésber die Eigenschaften debkungen,
ohne dass wir die Bewegungsgleichungen dirég&eh niissen. Wir besdiftigen uns hier mit dem Zusam-

menhang zwischen Erhaltungé@en und den mathematischen Eigenschaften der Lagramidtu
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7.1 Anzahl moglicher Erhaltungsgrof3en

Definition. Wir verstehen unter einer Erhaltungsgrof3e eine Funkt{gnd, t) der Koordinateny und der
Geschwindigkeitegq, die entlang der Trajektorig(t) konstant bzw. erhalten ist, d.h.

di(q.q.1)

G =0 vt (303)

Wieviele Erhaltungsgif3en lassen sichiif ein System mit N Teilchen unkl Zwangsbedingungen
finden? Zui@chst stellen wir fest: Um ein System vl Differentialgleichungen 2. Ordnung eindeutig
zu losen, bedtigt man 2\, Integrationskonstanten. Diesérnen z.B. die Anfangsbedingunggs =
(q(to), q(to)) zum Zeitpunkity sein. Die eindeutige &sung kann deshalb als Funktion vgnfolgender-

malf3en geschrieben werden:
q(®) = q(go,t) ; q(t) = g(qo. 1) . (304)

Das folgt aus dem Satz der eindeutigaisharkeit von Dferentialgleichungen 2. Ordnung.

Die Anfangsbedingungeno selbst sind trivialerweise Erhaltungé@en! Betrachten wir amlich
einen beliebigen Zeitpunkt der Losungg(t), die durchge gegeben ist, danndkinen wir aus den Werten
q(ty) und g(t,) beit; wieder eine eindeutigedsung der ELG2 konstruieren; wir nennen diese g{8l. ~
Wir kdnnen dann mig(t) jedem Zeitpunkt; einen Satz von Werteq(to) zuordnen. Diese Werte sind
aber wegen der Eindeutigkeit dedsung, d.hg(t) = q(t), fur alle beliebigen Zeitpunkte gleich. Die so
konstruierten Wertg(fy) = qo sind also 2 Erhaltungsgal3en.

Weil die go erhalten sind, kann jede beliebige andere Erhalturigiir(q, g, t) des Systems als Funk-
tion der Anfangsbedingungedqy ausgedickt werden. Er jede beliebige Erhaltungsifse findet man

namlich durch direktes Einsetzen,

(g, ¢-1) = 1i(q(go. 1), 4(q0, 1), 1) = Ti(q0, 1) & Ti(q0) , (305)

eine Funktion, die nur vog, abhangt. Beachte«), dass wegery = 0 und (Kettenregel)

Nk

dli(qa q9t) — drl(QO»t) — Z arI(qut)q i ai.‘I(qut) — an(qut) —
dt dt Cidgey T ot at

0 (306)
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I:(go, t) nicht explizit von der Zeit abhangen kann (rechts). Es kann folglich keine Erhaltunggmgeben,
die vongo unablangig ist. Deshalb gibt @maximal2N, unabl&ngige Erhaltungsgfien.

Gleichzeitig ist 2k auch die Mindestanzahl von Erhaltung®@en, weil digg, ja alle schon erhalten
sind. Es gibt alsgenau2N Erhaltungsgiaf3en — zumindest, wernundq vont, # t gewahlt sein dirfen.

Nun stellt sich die Frage: Wenn alle denkbaren Erhalturig&gml; Funktionen vongg sind, warum
sollen wir dann noch nach anderen Formen der Erhaltun@sgr jenseitgo suchen? Leider helfen die
go nicht bei der Bsung der Bewegungsgleichungen. Uamiich ausq die Positioneng(t) zu einem
Zeitpunktt # ty zu erhalten, muss man immer noch die EL@&dn!DieseErhaltungsgil3en etablieren
keinen Zusammenhang zwischen den Orten und den Geschiaitdigzu Zeitpunkteh# ty; sie machen
nur eine Aussagdif t = t.

Ob sich Erhaltungs@f3enl; finden lassen, die wie oben definiert, ausschliel3lich Fankt der Zu-
standsvariableg(t) und g(t) zu jedem Zeitpunkt sind, ist eine vllig andere Frage! Von diesen gibt es
im Allgemeinen weniger alsN. Wieviele es gibt, Angt von der Art des Problems ab. Je mehr wir fin-
den, desto mehr lassen sich erlaubdslingen einscBnken und das Problem dadurch vereinfachen, weil
wir formal mit jedeml; eine Zustandsvariable durch alle anderen ersetdendn. Wir beitigen des-
halb Strategien, um Erhaltungg@enl; zu finden, die immer Funktionen vapund g zum betrachteten
Zeitpunktt sind (wie z.B. die Energi&).

Es zeigt sich, dass Symmetrien der Lagrange-Funktion Imer wichtige Rolle spielen. Unter ei-
ner Symmetrie vor versteht man, dass wir die Koordinatgnn einer bestimmten Art transformieren

kdnnen, ohne die funktionale Form der Lagrange-Funktionezandern.

7.2 Zyklische Variablen

Die einfachste Symmetrie ist dann gegeben, wenn die Lagr&ogktion fir einen gegebenen Satz von
Koordinateng; nicht direkt vong; abhangt, d.ho.£/dq = 0; g kommt durch geeignete Wahl der Koor-
dinaten einfach nicht i’ vor; £ ist dann symmetrisch béglich einer Verschiebung +— ¢ + ¢ mit der

Konstanterc. Wir bezeichnen solcheg alszyklische Variablen
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In diesem Fall erhalten wir aus den ELG2

doL  dp _
&a—qi = s 0 (307)
Wir haben hier eine neue GBe eingdihrt:
Definition. Wir bezeichnen
= 95 (308)
pi = a5

als den zu gkonjugierten Impuls oder auch kanonischen Impuls. Hiem@tden{q;, p;} sogenannte

konjugierte Grof3en.

Folglich sind zyklische Variablen mit einem erhaltenenjkgrerten Impuls verbunden, weil dam= 0
oderp; = konst.
Als Beispiel betrachten wir das Zwéikperproblem. Die Lagrange-Funktion degiivalenten Einrper-

problems ist in der Bahnebene mit Polarkoordinaten
L= gdz 4 %ézdz ~u(@). (309)

In £ tauchtd wegen der Zentralkraft nicht explizit auf, woduréleine zyklische Variable des Zentral-
kraftproblems zweier Brper wird. Der konjugierte Impuls z#éi lautet p, = 1d26 und ist folglich eine
Erhaltungsgil3e. Wir erkennen hier ip; = L den Betrag des Drehimpulsés= |L| wieder. Hierdurch
bietet es sich direkt an, schon in der Lagrange-FunkfiGuch da® ganzlich zu entfernen,

P
2ud?

was uns erst einmal auf ein eindimensionales Probledfirhrt. Haben wir das gékt, benutzen wir die

L= gdZ + —u(), (310)

Konstanz vorp,, umé(t) durch Integration zudsen.

Wir sehen also, eine Strategie ist es, alle zyklischen Whetades Problems und deren erhaltene kon-
jugierten Impulse zu identifizieren und dannfrentsprechend durch Integrationskonstanten zu ersetzen.
Problematisch ist hier allerdings, dass die Anzahl deriggkkn Variablen ffensichtlich von der Wahl
der Koordinaterg; abhangt. Hier bestimmen also @k und Erfahrung, wie weit man mit dieser Strategie

kommt.
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7.3 Symmetrien der Lagrange-Funktion

Zyklische Variablen sind also mit einer Verschiebungsstiia der Lagrange-Funktion verpft: Die
Koordinatentransformatiog, — ¢q; + ¢ der zyklischen Variablen mit der Konstanterandert nicht die
Form vonZ. Wir vermuten jedoch, dass es noch allgemeinere Koorditraiesformationen gebeiinte,
beziglich derL forminvariant sein &nnte, und die evtl. mit Erhaltungsif$en verkipft sind. Allgemei-
ner suchen wir Transformationen, die die ELG2 Bewegungdglgigen forminvariant lassen, die aus
der Lagrange-Funktion abgeleitet werden. Dies ist dergegianke im be&mmtenNoether-Theoremon
Amalie Emmy Noether*(L882+1935), das wir hier in einer vereinfachten Form besprechafew. Das
Noether-Theorem ist einer der Grundbausteine in der Faenuung der modernen theoretischen Physik.
Als allgemeine Koordinatentransformation stellen uns dass wir einen gegeben Satz von Koordi-

nateng = (i, - - ., Qy,) Stetig durch die Abbildung

in einen neuen Satz Koordinatgn = (d;, ..., dy ) transformieren. Diese Transformatioartyt stetig
von einem Parameter ab. Dieser Parameter ist so giut, dass wir fir @ = 0 die Identitsabbildung
erhalten, als@f(q,t,@ = 0) = q;; @ = 0 verandert die Koordinaten nicht. AuBerdem sgjll= ¢ (q., t, @)
invertierbar beiglich q sein; wir kbnnen die Transformation eindeutig nagh= gi(q’, t, @) umformen.
Wie stellen wir nun fest, ob die Berentialgleichungen der neuen Koordinatgmmit denen dei
formal identisch sind? Um diese Frage zu beantworten, beuwir £'(q’, q’, t), die Lagrange-Funktion
der neuen Koordinateq'. Hierzu invertieren wir die Koordinatentransformation,dass wir nurg; als

Funktion der neuen Koordinatep ausdiicken lonnen:
q =a(qg.ta) Vi. (312)

Hierdurch definieren wir eine Punkttransformation, die umsq; nachg; bringt. Die Lagrange-Funktion

der neuen Variablen folgt dann, wie schon besprochen, awstda durch Substitution

£(q.q ) = L{ald" t.a). 4@’ L)1) = Lg.d.1). (313)
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Die rechte Seite ist entscheidernd £ine Symmetrie der Lagrange-Funkti@olltedie neue Lagrange-
Funktion £’ einfach die alte£ sein, nur mit den Variableg; eins-zu-eins durcky und die Geschwin-
digkeitenq eins-zu-eins durcly ‘ersetzt, danimusserwegen der Forminvarianz der Euler-Lagrange-
Bewegungsgleichungen die flgrentialgleichungenif g exakt wie die vorg, aussehen. Die Form der
Losungerty (t) ist dann mit denen vog (t) identisch. Das sind genau diélfe, die wir suchen. Wir weisen

hier nochmal darauf hin, dass wegen

d
q= aq(q tLa)=q(q,q' .t a) (314)

die Geschwindigkeitep Funktionen der neuen Koordinatghund deren Geschwindigkeiteqi Sind.
Eine Forminvarianz ist nicht selbstveistlich, was wir anhand eines Beispiels demonstrieren nolle
Nehmen wir mit
Lz = g'zz k2 (315)

die eindimensionale Bewegung eines Oszillators der Ausiegik Wir versuchen nun die Transformation
Z=z+«a. (316)
Hierdurch istZ = zund die neue Lagrange-Funktion
LZ.Z,0)= L(Z - a.Z,a) = gzz + 12+ 2aZ + KPP+ L(Z.7) . (317)

Diese Lagrange-Funktion ist alsichtinvariant be#glich der Translation im obigen Sinne. Verschieben
wir den Massenpunkt weiter nach auf3en, kriegen wititiah eine Trajektorie mit gif3erer Amplitude!
(Das Problem ist hier, dass digakstellende Kraft einaulR3ere Kraft ist — das System ist nicht abgeschlos-

sen.)

7.4 Erhaltungsgrol3e aufgrund einer Symmetrie der Lagrange-Funktion

Wieso folgt nun aus der BedingungrfSymmetrie in Gl. (313) rechts eine Erhaltungggg? Um dies zu

zeigen, diferenzieren wir die transformierte Lagrange-Funkti@mach dem Parametet

L£(d.q.te) = L(a(g'te).q(d.q t.a).1) (318)
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_, 0L(d.d ) 0L(aq’ .t @), 4(q’. q' t, ). )

o = . . (319)
Dies schreiben wir nun als (Kettenregel)
6'5, (q” q.,’ t’ a) _ a ’ d ’
- = --L(ald t.0). zald t.o).Y) (320)
Nk Ay (a’
i\ og oa 0q da dt
Nk X ’ . ’
) dt 9qG; Oa g dt Oa
. d 0L 0qg(q',t, @)
- G2 @29

In dieser Rechnung wurde an den unterstrichestetien die Euler-Lagrange-Gleichung vqiverwendet.

Diese Relation ist soweitlf alle Transformationea gultig. Im Falle einer Symmetrie vod beziglich

der Koordinatentransformatiayi(q, t, @) ist aber nun zu&zlich

L(q.q.t.e)=L(g.q.1). (324)
Sprich die neue Lagrange-Funktidii nicht explizit vona abhangig, d.hoL’/da = 0 oder beir = O:

0L'(q',q'.t, @)
o

_d & (0L da(gste)| | dl
T .le (a_q e a:o) =5 =0 (325)

Die neue Golle

(’)‘q. aa

“2\P
a=0 (04 =

> ) 0) (326)

ist demnach zeitlich konstant bei einer Symmetriest eine Erhaltungsgfie. Wir sagen: Die Symmetrie

von £ bed4iglich der Transformationg(q’, t, @) erzeugt die Erhaltungsgidel .
Beachte fir diesen Ausdruck, dagg = g beia = 0. Wir kdnnen also nach der Ableituidgoa alle of
durchq; ersetzen, wodurchnur eine Funktion der Koordinatem, deren Geschwindigkeitesy und der

Zeitt sein kann. Aus diesem Grunde wurde der SpezialfallO betrachtet.
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7.5 Translationen

Als erste Anwendung betrachten wir ein (zwangfreies) Sysbei dem alle Kraftfelder nur von den
relativen Absandenr; — r; der Teilchen bestimmt werden. Die Koordinaten seien hiefaehe kartesi-
sche Koordinaten. Wir fissen hieidr die Lagrange-Funktion nicht hinschreiben, um zu wisdass ein
Translation

ri=ri—ae & 1 =71 +ae (327)
in eine beliebige Richtung das Potenzidl (z) in £ nicht ve&andert.

Der Vektorr/ entspricht dem Ort deden Teilchens aus der Perspektive eines Beobachters mit ei-
nem umae verschobenen Ursprung. Alternatidhnen wir dies aber auch als eiaktive Translation
betrachten: Wir verschieben alle Ortsvektorgder Teilchen um den konstanten Vektare.

Da sich hier bei der zeitlich konstanten Translation abativen Abstinde und die Geschwindigkeiten

nichtandernz’ = z, erhalten wir sofort
L2, 2 t,a) = L(z,2',1); (328)

die Bewegungsgleichungeiirfr/ sind die gleichen wie dielf r;. Also ist

N

ori(r/,t, a)
lrans = (pi, — )

Wir haben hier die Teilsummep;% aller Bewegungsrichtungen desselben Teilchemsn Skalarprodukt

N N
= Y (pi.e) =() pi,e) = konst (329)
a=0 i=1 i=1

{pi, %) zusammengefasst (Kartesische Koordinaten) gVt 0.L/0x% ex+0L/0Yiey+0L/0 ze, bezeich-
nen wir den konjugierten Impuls 2zt = X ex + Yiey + ze,. Falls wir keine geschwindigkeitsabhgigen
PotenzialeU haben, ist dies der “normale” Impujs = my;. Da wir die Richtunge beliebig wahlen

durfen, muss also

N
P= Zpi = konst (330)
i=1
sein. Aus der Translationsinvarianz folgt also sofort dieatung des Gesamtimpulsé&s

Das ist eine bemerkenswerte Schlussfolgerung! Sie beufidiea Annahme, dass die Bewegungsglei-
chungen sich formal bei einer Verschiebung des gesamtgegablossenen) Systems van— r; — ae

im Raum nicht veiindern. Man spricht hier auch von der Homoganites Raumes.
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7.6 Drehungen

Anstatt das System zu verschieben, wollen wir nun alle @rtam eine beliebige Achse entlaiegdurch

den Ursprung? um den beliebigen Winket rotierten, d.h.
r| = D(a;e)ri < ri=D(-a;e)r (331)

Hier sei Dg; e) eine Drehung um den Winkelum die Ursprungsachse entlaag
Hangt das Potenzial nur von den Bagen|r; — r;| der relativen Absinde ab, dann wird dieses durch
eineeinmaligeDrehung, wie der oben beschriebenen, nichamrdert, d.hjr; —r;| = |ri'—r3|. Das Gleiche
gilt fur die Betage|r;| = |r/| der Geschwindigkeiten, die im kinetischen Anteil der Lagre-Funktion
stehen. Wir ignorieren hier der Einfachheit halber wiedesalpwindigkeitsalkimgige Potenziale. Es gilt
also wiederum exakt
L'z, 2z ta) = L(z,2.1), (332)

so dass wegen (Hinweis: B(e)r = r + ae x 7 + O(a?))

ori(r!, a)
o

_ 0D(-a; €)
B o

rl=-exr (333)

|
a=0

a=0
nun die GbRe (Hinweis{a, b x c) = (¢, a X b))
N N N
|rot=—Z@i,exri):—Z<€,’l°i><pi>=—<€, Ti X pi) (334)
i=1 i=1 =1

fur beliebigeDrehachsere erhalten ist. Dies bedeutet aber, wie haben den Gesamtgrals

L =

T X pi (335)

N
=1

als Erhaltungsg@i3e nun auf eine Invarianz der Bewegungsgleichungeiidhbeh einer Rotationen des
Gesamtsystems zigkgefihrt. Die Rotationsinvarianz vo# erzeugt einen erhaltenen Gesamtdrehim-

puls. Man bezeichnet diese Eigenschaft auch als Isotrg@é&dumes.
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7.7 Zeitverschiebungen

Konnen wir die Energieerhaltung bei skleronom-holonomemygbedingungen auch aus einer Sym-
metrie ableiten? (Rheonome Zwangsbedingungemi&n Energie ins System pumpen oder dem System
entzieheng ist deshalb dort i.A. nicht erhalten.)

Ja, unter Uméinden. Man kann unter Und@stden eine Energieerhaltung aus einer Zeitverschiebung
t=t+a (336)

ableiten, wenn diese die Lagrange-Funktion uawmeert &3t (Zeitsymmetrie). Wir brauchen also eine

Zeit-Invarianz der Lagrange-Funktion,
L(g.q.t+a) = L(q.q.1) . (337)

Das ist aber trivial, wen nicht explizit von der Zeit aldngt, d.h.

0L(q,q.1)
at

Diese Zeitverschiebung kann jedoch nicht mit dem Formalsigehandhabt werden, den wir oben be-

=0. (338)

sprochen haben, weil die Zditkeine generalisierte Koordinate darstellt. (Der Fornmalis kann aber
entsprechend erweitert werden.)
Wir konnen dennoch eine Erhaltungs@e ableiten, indem wir uns die totale Zeitableitung von
entlang der Kurve((t), g(t)) ansehen (Kettenregel):
dL <8 (0L.  9Ldg) 9L <N(daL. oL d.|. 2L
= = —= = ——= ; 339
dt 2(%‘”+aq. d )" ot Z} dtogd tagat |t o dtzaq. (339)

die unterstricheneierme benutzen die Euler-Lagrange-Gleichung gotes folgt also allgemein durch

at dt[ Zaq. ] T (340)

Umformung, dass

oder dass die

Hamiltonfunktion.

N
Z %ql L= Z pigi — L (341)
I i=1



Patrick Simon 7 ERHALTUNGSGROSSEN

genau dann erhalten ist/HJdt = 0, wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeihatgt,
0L/ot = 0. Die Hamilton-Funktion wird sgter noch ausihrlicher diskutiert, weil sich mit ihr eine alter-
native Beschreibung der Bewegungsgleichungen konstruiiafin

Weiterhin ist die Funktior?{ unter bestimmten Bedingungen identisch mit der GesamtenErg
T +U, wodurch wir die Energieerhaltung unter diesen BedingurdeKonsequenz aus der Zeitinvarianz
von £ gezeigt latten. Eine Bedingung hianf ist, dass wir Ruhekoordinaten als Darstellurighien bzw.

ein Ruhesystem als Referenzsysteahien.

Ruhesystem.Unter einem Ruhesystem versteht man eine Darstellung mérgksierten Koordinaten

q, die nicht explizit von der Zeit abhangt, d.h. nur= z(q) anstatt der allgemeineren Darstellung=

z(q,1).

Zusatzlich brauchen wir konservative &te, fir die automatisch Folgendes giit{/og = 0):

oL ot
f = —— = — ., 342
P =26 " 7 (342)
Man findet hiermit in einem Ruhesystem (siehe Anmerkungien letzten Schritt):
Nk Nk
. oT .
=) —q=2T. 343
ZI] Pl Zl 350 (343)
In diesem Fall erhalten wir den gesuchten Zusammenhang
H=2T-L=2T-T+U=T+U=E. (344)

Nochmal: Die Hamilton-Funktion ist bei einer Zeitversdhiags-Invarianz der Lagrange-Funktion
immereine Erhaltungs@fie fir skleronom-holonome Systeme; vorausgesetzt, dass siftelaus einem
(evtl. auch geschwindigkeitsabhgigen) Potenzial ableiten lassen. Sie ist aber nur damisth mit der

Gesamtenergi& des Systems, wenn wir zatzlich
1. nur konservative Kafte F, = —VU(z) betrachten, und

2. Koordinaten eines Ruhesystems zur Darstelluaglen.
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Anmerkung Die Bedingung (2) ist notwendig, damit die kinetische Enefig, Aq,t) = 1°T(q, g, 1)
erfullt, daT dann nur Summanden edlh die ausschlie3lich quadratisch in den Geschwindighe;
sind. Die kinetische Energie ist dann eim@emogene FunktiobeZiglich der Geschwindigkeiteq. Das
sieht man durch die folgende Rechnung (Kettenregel; beaghst hier nicht explizitt-abhangig):

m, 1oy
T = Z%h‘ilzzézm(’ri,ri) (345)
_ 1y ori(q) . <& ori(a)
_ E;:m(; % q,,; S (346)
1™ (S o) an(@).).
. Ej,l:l ;rm aq; ~ dq AR (347)
1 Nk
= ngu(q)qjon (348)

Alle Summanden sind quadratisch in den Geschwindigkettdnec ¢;G mit den (metrischen) Kd&zi-

enteng;(q).
Aus dieser Homogerit der kinetischen Energie folgt dann durch Ableitung nasbwohl
0T(q, Ag,t .
TALD _ 517(q. 4.9 (349)

als auch (Kettenregel)

T (q, 1.1) ia(aq)m(q,aq,o i 0T (g, 1¢.1)
dT(q.4q.1) _ _ V@149

oA - — 04 o) — a(Aq) (350)
Aus dem Spezialfalk = 1 ergibt sich hieraus
dT(q, gt
2T(q,q,t)—2q. Tead, (351)
|

was oben verwendet wurde.

Aus der allgemeinen Form der kinetischen Energie von Terlch Ruhekoordinaten (Gl. 348pknen
wir direkt die Bewegungsgleichung digen Teilchens ohne Krafteinwirkung ableiten (aus den EL&G2 m
U =0):

Ny
G+ ) THGE; =0, (352)

i.j=1
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wobei g"(q) = [97Y(q)]w (Indices oben!) die Inverse der Matrix g)(ist, deren Koéizienten durch

[9(¢)]« = 9a(g) gegeben sind. Die Kdgzienten

: oy [99i(9) L 9a(q) _ 94ij(q)
- ZZ ( )( aQI (9CIj (9(1]1' ) (353)

nennt man Christtel-Symbole; bei kartesischen Koordinaten ist einfﬁ{;h: 0. In der Dfterential-
geometrie und der mathematischen Formulierung der AllgeeneRelativiitstheorie spielt dieser For-
malismus eine wichtige Rolle. Gl. (352) beschreibt die Bewegantlang einer Gedden. Sollte die
Lagrange-Funktion noch ein Potenzidlenthalten, dann wird evtl. die rechte Seite von null versdén

sein, ramlichaU/aq.

7.8 Eichinvarianz der Lagrange-Funktion®

Um Koordinatentransformation zu finden, die die Bewegurejsgungen forminvariant lassen, haben wir
uns nur solche angesehen, die die Lagrange-Funktion foamamt lassen. Letzteres ist eine hinreichende
Bedingung @rr die Forminvarianz der Bewegungsgleichungen, aber kestheendige Bedingung.

Dies kann mit dem folgenden Beispiel illustriert werden. Beliten wir einen Stein der Masseder
in z-Richtung frei im erdnahen Schwerefeld fallen kann. Die bage-Funktion dieses Szenarios ist in

einem geeigneten Koordinatensystem (siehe Abschnitt 2.7)

L= g'zz + mgz. (354)
Die Bewegungsgleichung varist
doL oL "
prar e =mz-mg=0. (355)
Wir wenden nun eine Translation
Z=2z+a (356)
auf die Lagrange-Funktion an:
LZ.7,0)= L(Z - a,7) = %122 +mgZ - mgr % L(Z.7) . (357)

104



Patrick Simon 7 ERHALTUNGSGROSSEN

Der konstante Terrmge verletzt unser obiges SuchkriteriuriarfSymmetrien vonZ, weil £ in diesem
Fall seine funktionale Forrandert. Jedoch erhalten wir trotzdem eine Bewegungsglegcfim z, die mit

der vonzidentisch ist,
doL oL
dt 9z oz
weil der Extraternmgy in £’ nicht vonz oderZ abhangt. Folglich deckt unsere Symmetriebedingung

=mZ -mg=0, (358)

in Gl. (313) nicht alle mglichen Falle ab. Hier gibt es noch Spielraum, um mehr Erhaltungfsgn zu
finden!

Eine Erweiterung der Symmetriebedingungatiman dadurch, dass man siélr Transformationen
mit folgender Eigenschaft interessiert:

dF(q’,t, @)

. (359)

L(q'.q' . t.a) = L(q'.q".1) +

Wir erlauben nun, dass sich das transformigfteind £(q’, ¢’, t) um die totale Zeitableitung einer belie-
ben FunktionF(q’,t, @), die nicht von den Geschwindigkeitgn abrangig ist, unterscheideriiden. In
unserem obigen Beispiel ist diede&, t, ) = mgat.

Wir lassen diese Verallgemeinerung deshalb zu, weil einfBaind der Art ¢ (g, t)/dt die ELG2 nicht
andern kann (der Parameteist hier unerheblich). Man karimmereine solche Funktion einer beliebigen
Lagrange-Funktion aidfjen. Wir nennen diese Freiheit diechinvarianzder Lagrange-Funktion.

Wieso das so ist, kann man u.a. durch direktes NachrechraamfiVegen der Kettenregel findet man

(BeachteF = F(q,t) hat per. defkeineg;-Abhangigkeit):

dF OF . OF . .
5 = ;a_mqﬁﬁ = F(g.q.1); (360)
o dF  oF
ode ok, L
o dt ~ ag (361)
d o dF N 52E PF
qige dat i ' 362
dtog; ot 24 dq60; A+ 5aat (362)
o dF S F . O°F
ag dt ;aqiaq,-q”aqiat' (363)
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Da die Ableitungen der letzten beiden Zeilen das gleichelngs liefern, kann der Summané @, t)/dt

in L aber keinen Beitrag zur Bewegungsgleichung goproduzieren, da

Die ELG2 fur g, aus£ und £ + dF/dt sind deshalb exakt identisch. Dies &gt die Eichinvarianz der
Lagrange-Funktion. Voila!

Welche Erhaltungsg@fie folgt nun aus der Forminvarianz der Lagrange-FunktidariBeficksichti-
gung der Eichinvarianz? Die neue Symmetriebedingung i§35B) schreiben als

0L(q'.q'.1. @)

- (365)

_ Z 0L oq(q’.t.a)| | _ doF(qg.ta)
weo Ot G da wo] Ot Oa

Wir erlauben also nun, dass sidi(q’,q’,t,@) und £L(q’,q’,.t) um einen Summanden unterscheiden

a=0

durfen. Bringen wir alle Terme auf eine Seite, dann erhalten wi

B 0L dq(g’.t @) oF(q',t, @)
dt dt (Z 6q| aa a=0 o a=0 ’ (366)
wobei
0L 0g(q',t, ) oF(q'.t,a)
Z aC‘I 6“ a=0 aa a=0 (367)

unsere neue Erhaltung&dge ist. Wenn wir die Eichinvarianz ignoriereéh,= 0, dann erhalten wir den
speziellen Fall, der eingangs diskutiert wurde.
Kehren wir zutick zum Beispiel des fallenden Steins, dann finden wir

oF(Z,t,a)

F(Z,t,a) = mgir ;
oa a=0

= mgt (368)

und deswegen die Erhaltungége
J = mz - mgt= konst (369)

Dies ist das Zeitintegral der Bewegungsgleichung Gl. (355)!
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8 Hamiltonsches Prinzip

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lassen sich ohne des DiB&tschen Prinzips auch aus einem funda-
mentaleren Prinzip ableiten, das wir ddamiltonsche Prinzipder das Prinzip der kleinst&tatioraren
Wirkung nennen. Mathematisch ist dies eine andere Henlgitler klassischen Mechanik. Diese bie-
tet erstmal keinen praktischen Vorteil in der Behandlung konkreten Problemen. Vom theoretischen
Standpunkt aus gesehen allerdings, wirft dieses Prindipcfe ein neues Licht auf die Natur physikali-

scher Gesetze und sélgit dailber hinaus eine Bicke zur Quantenmechanik.

8.1 Variationsrechnung

Zum Einstieg diskutieren wir hier ein typisches Problem Weriationsrechnung. Wir betrachten eine
stetige und dferenzierbare Funktio(x) : R — R, die durch zwei feste Punkt¢, = f(X;) undY, =
f(Xz) beiX; undX; gehen soll. Wir fragen uns, wie die Kurve (X)) zwischen den PunkteX, < x < X,

verlaufen muss, damit ihrednge minimal wird. Wir Bnnen die Antwort eigentlich schon ratefr(x) ist
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eine Grade. Aber wir wollen beweisen, dass die Grade von atigglichen f(x) wirklich die kirzeste
Lange hat.

Dieses Problem ist wahrscheinlich anders als die Extretpwarleme, denen Sie bisher begegnet
sind. Bisher wurden in diese Fragestellungen vermutlich @mauf eine Funktior(y) endlichvieler
Unbekannteny zuriickgetfihrt, die so gewhlt werden rissen, dass die Funktidghextremal wird. Eine
notwendige Bedingung lokaler Extrema ist bekanntlich eirsefewindender Gradie’F(y) = 0 am
Punkt eines Extremums, was d@sliche Losungsansatz ist. Das Problem hier ist nun etwas komplizier
ter: Wir habeniberabahlbar viele Unbekannte — die Werte der Funktionyei f(x) — die gefunden
werden niissen, um die GesaratigeF[f(x)] € R>° zu minimieren; jeder Werf (x) bei x €]Xy, X[ ist
eine Unbekannte.

Bevor wir unsiiber die losung Gedanken macheniigsen wir das Problem erst mal sauber definieren.
Beginnen wir mit einer l[dherung. Wir denken urd Stiitzpunktex, mit X; = X < X < Xnp1 = X undi =
1...N, an denen wir die Wertg = f(x) der gesuchten Funktion bestimmen wollen. Riseien sortiert,

d.h.x < X,1. Der Abstand der direkten Nachbagrundx;,; ist konstant, d.hx,.; — X = Ax = (X; — X;)/N.
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Wir verbinden nun alle benachbarte Punktgy() mit Linien, um einen Approximation vom(x) zu

erhalten. Die Gesanédthge aller Verbindungslinien ist

AR
(370)

mit festen Werten an den Endpunkten= Y; undyn.1 = Y>. Diese Kurveriinge hatN endlich viele

N-1 N-1 N— '
Fnlyis x] = Z Va1 = X)2 + (Vier = Vi)2 = Z VAXZ + (Vi — Yi)? = AXZ \/1 4 Wiea = Y1) (Vie1 — ¥i)?
i=0 i=0 i=0

Unbekanntsy;. In dieser Nitherung sieht das Problem der Minindalye so aus wie das oben besprochene

mit endlich vielen Unbekannten. Aber eigentlich interessieren wir uns doch tilen Grenzfall

FIf(X)] = ,\IIiLnOo Falyi %] = hllianZ_:Ax\/lJr (MHA—;ZV.)Z _ fxxzdx TSTPO0 00 = df(x)
i=0 1

(371)

und Losungenf(x), die dieses sogenannkeinktional H f(x)] extremal werden lassen. Ein Funktional
bildet eine gesamte Funktion aBf ab. Verwendet haben wir hier neben der Definition des Riemann-
Integrals (“Reihe von infinitisimalen @Ren”) die Definition des Dierenzenquotienten

AX—)oo AX AX—»oo AX

- f(x) . (372)

Wie finden wir eine Funktiorf (x), die F[ f(x)] extremal werdend3t? Im Falle der Bherund=n[Yi; %]
ware dies klar. Wir wirden nacly; mit den Eigenschaften

%;’X'] =0 VYys,...,¥n (373)
suchen. Wir wissen aber nicht, wie wir Gradientejf (x)] beziglich f(x) zu bilden haben. Deswegen
sehen wir uns nochmal den Fall dealerungFy an: Haben wir @ir Fy die Extremwertey;"gefunden,
dann sagt uns die Bedingung (373) auch, dass eine kleinetigar&y; beim Extremuny;den Wert von
Fn nichtin linear Ordnung véndern wird, d.h. (Taylor-Reihe bgj) ~

N-

Fuldi + edyis x] = Fal§ii x] + Z Palbiix]

—1 I

——=6Yie + O(€°) = Fn[$h; %] + O(€?) . (374)

Dies ist nun aber eine alternative Bedingung der Extremwggrtdie wir auf F[f(x)] Ubertragen

konnen. Nehmen wiramlich an, wir haben eine Extremalkurééx) des Funktional$ [ f(x)] gefunden,
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dann erwarten wir, dass eine kleine Variation dieser Kurve,
f(x €)= f(X) +esf(x), (375)

mit jeder beliebigenVariation 6 f(x) — auch eine Funktion vor — das FunktionaF[f(x, €)] in linear

Ordnung ine konstant &lt, d.h.
FIf(X) + esf(X)] = F[f(X)] + O() . (376)

Da die Randwerte be{; und X, gegeben sind, soll die Variation allerdings dort afi{x) = O verschwin-
den; f(x) ist fest vorgegeben an den Eckpunkten. Anders auggktdrWir suchen Extremalkurvef(x)
mit f(Xy) = Y1 und f(Xp) = Y,, die

dF[f(X) + 5 (X)]

- =0 V5f(x) (377)

e=0

erfullen. Die Betonung liegt auf tir beliebigen Variationetif (x)” (mit Randbedingungen).

Dies probieren wir jetztifr unserer Eingangsproblem deirkesten Verbindung zweier Punkte aus:

dFLT0 d+ <t _ [ dxdﬂ V1+IF( + eaf ()2 = " L+ 20T 57
¢ a e 1+ + et OO
Bei e = 0 entspricht dies
dF[f(X) + e F(X)] Xe f7(x) & f7(x) d
= dx —————§f(x) = | dx——"te=—5f(x) (379)
e e P SN TN

fxzdx di_ P sl 2™ 5| @80
X1

x| I (PP | e [Fp2

"™ st —fxzd a5t @s)
X

pe— X
N N W IV RTTN e

) f dexdi P st (382)
S RV RN IC
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Der unterstrichen@erm in der vorletzten Zeile verschwindet, weil eine Vaaatan den Eckpunkten nicht
erlaubt istsf(X;) = 6f(X2) = 0. In der obigen Rechnung haben wir die Integration ab dertewéieile
partiell ausgdihrt, um die Ableitungy’f(x) der Variation beseitigen zudkinen. Im Gegensatz #if (X)
sind ramlich die Variationen vow’f (x) bei unterschiedlichen Wertennicht unablngig voneinander;
der Differentialkodizient der Ableitung kombiniert benachbarte unaibdige Variatione@ f (x).

DaF[f(x, €)] fur beliebige Variationeaf(x) in 1. Naherung verschwinden soll, muss nun der Faktor

vor 6 f(X) im Integranten der letzten Zeile der obigen Gleichuingdlle x € [ X, X,] verschwinden,

d f(x)
Y |_q (383)
e NPT
f'(X)
— ————— =konst=:C (384)
V1+[f(x)]2
= [f'(9]1? = C*(L+[f'(X]?) (385)
f'(x)]? = c* = konst 386
= [I'(X]"= 7 =konst. (386)

Dies ist nur nglich, wenn die erste Ableitung vof(X) eine Konstante ergibt, d.H/(x) = konst, was
nur fur eine Gradef (X) = ax+ b mit den Konstantea undb erfiillt werden kann.

Wir haben also durch Variation detkungskurve bewiesen, dass eine Grade ilizdste Verbindung
zweier Punkte ist! Zur genauen Bestimmung der Graden, mufwo@ndie Randbedingungen bgiund
X, berticksichtigen. Uns reicht hier die Feststellung, dass daati@nsproblem auf eine Berentialglei-
chung zuiickgefihrt wurde; wir sind das Funktion&l[ f (x)] selbst dadurch los geworden.

Die hier durchgéihrten Rechenschritte werden in der Theorieflerktionalableitungeformalisiert,
die wir an dieser Stelle nicht wiedergebesnken. Wir weisen hier nur noch auf eine wichtige Relation

hin, die man sich merken sollte:

ern  d _dfx) .,
6f(x)_d—xc$f(x)_6w_df (x) . (387)
Die Ableitung einer Variation entspricht also der Variatider Ableitung. Folglich ist auch
d" A
@6 f(x)=06 vl (388)
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8.2 Prinzip der stationaren Wirkung

Im letzten Abschnitt wurde ein Variationsproblem bespeagibei dem das Funktional nur eine Funktion
der Ableitung f’(x) war. Um zu sehen, was Variationsprobleme mit der klassisdfiechanik zu tun
haben, betrachten wir nun ein allgemeineres Problem

sla] = [ dto(a®.40.1). (389)

to
bei dem ein Funktionab von unseren generalisierten Koordinatee (qs, . . ., On,) und deren Entwick-
lung g(t) mit der Zeitt ablangen soll;S gibt uns alsoir jede gegebene Kurugt) zwischenty <t < t;
einen Wert. Dieser Wert wird durch die Funktidnim Integranten bestimmt. Wir wollen den Integranten
unbestimmt lassen, um ein allgemeines Variationsprobletasen.

Wir fragen uns, wie die Kurvg(t) gewahlt werden muss, um einen Extremwent$[q(t)] zu erhalten.

Wir gehen genauso wie eben vor und variieren eine Kgftg durch

ai(t, €) = Gi(t) + esqi(t) - (390)
Hierdurch wird (wir setzen hiegj "= g und schreiben das Argument vdr{(q(t), q(t), t) im Integranten
nicht ausp’q(t) = dog(t)/dt)

dS[q(t) + edq(t)]

t1

- T oltdE ®(q(t) + edq(t). 4(t) + ed'g(t). 1) . (391)
ty Nk
_ f o ( s(t) + 5q.(t)) (392)
t Nk o0 d
- [T (—6q.(t) 6q.(t)) (393)
fto ; g 8 dt
o Ok d 6@ D
I ( 56 (t) - [ ] G0 + [ .5qi<t)]) (394)
L ; dt6 qi

o 00 doo

(g

Der erste unterstricherieerm verschwindet wieder, weil die Variatioi;(t) an den Randpunkteg und

t; nach Definition null ist. Damit der zweite Terrarfbeliebige Variationenq;(t) verschwindet, muss der
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Ausdruck in der Klammer null sein, also

dod 0D :
———-—=0Vi. 396
dtog g | (396)
Wir beobachten nun mit Erstaunen, dass died€eintialgleichungen formal mit den ELG2 iden-
tisch sind, die wir aus dem D’Alembertschen Prinzip und dewtdnschen Axiomen abgeleitet haben.

Ersetzen wir amlich® = £, dann erhalten wir

t : . doL oL .
S[q(t)] = . dt L(q(t), q(t),t) = statiorar < dtog o 0 Vi. (397)

Die Losungen der ELG2 mit den Randbedingungég) und q(t;) sind also genau die Kurveg(t),
bei denen das obige Funktiorilq(t)] statiorar wird; eine Variation vors[q(t)] an dieser Stell@ndert in
1. Ordnung das Funktional nicht. Wir nennen dieses Funétidie Wirkungder Kurvegq(t). Da die Wir-
kung haufig ein Minimum als lokales Extremum hat, nennen wir dieSesatz das Prinzip der kleinsten
Wirkung. Wir schreiben dies auch aS[q(t)] = 0.

Zusammenfassen kann man also sagen, wir haben gezeiglyidasthilfe der ELG2 letztlich nur die
kirzeste Verbindung zweier Randpuigity) undg(t;) berechnen. Die &inge zweier benachbarter Punkte

q(t + dt) undg(t) wird hierbei mit der Metrik bzw. infinitsimalen Wirkung(q(t), g(t), t)dt gemessen.

Anmerkung Dieses Prinzip ist, soweit wie es beurteileinken, fundamental. Wirdanen die klassi-
sche Bewegungsgleichungen von Teilchen und sogar die Begsgi@ichungen von Kraftfeldern darauf
reduzieren (Feldtheorien). Wie in der klassischen Physikén sich auch die Bewegungsgleichungen der
Wellenfunktionen und Quantenfelder in der Quantenmedhaierauf zutickfuhren. Richard P. Feynman
(*1918-1988) konnte aul’erdem zeigen, dass die Wirkurgfexit)] aller Wegegq(t), die zwei Punkte
q(to) und q(t;) verbinden, die quantenmechanische Wahrscheinlichlesitilamt, mit der ein Teilchen,
das beig(ty) beobachtet wurde, wieder bgt;) beobachtet werden kann. Die Bewegung von Teilchen in
der klassischen Mechanik hingegen wird nur von dem einAlgenq(t) bestimmt, der durchS[q(t)] = 0
gegeben ist.

Im Rahmen des Hamiltonschen Prinzips wird die Eichinvarid@ez Lagrange-Funktion sehffen-
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sichtlich. Addieren wir eine totale Zeitanleituné ¢, t)/dt zu £, dannandert sich die Wirkung

Sla®] = [ dtLig(t). 4.1 + F(a(®). b (398)

to

nur an den Randpunkten (unterstrichefierm). Diese sind bei einer Variation aber fest, so dass sich

wieder die ursginglichen Bewegungsgleichungéir § ergebenUbrigens geht das nur, weni (i, t)/dt

i.A. keine Funktion der Geschwindigkeitenist.

8.3 Euler-Lagrange-Gleichungen 1. Art

Mittels des Hamiltonischen Prinzip®knen wir auch Bewegungsgleichungém Probleme 1. Art her-
leiten. Dieses sind mechanische Probleme mit Zwangsbexgan, bei denen wir keine generalisierten
Koordinaten finden&nnen, die alle Zwangsbedingungen automatisdhilerf. Dakiber hinaus lassen sich
mit diesem Ansatz auch u.U. nicht-holonome Problegaseih.

Wir stellen uns also vor, wir haben trotz der generalisiert®ordinateng noch N, i.A. nicht-

holonome Zwangsbedingungeqpénthalten),
fi(g,q,t)=0 Vi=1...N,, (399)

die mit der Problemstellung verkipft sind. Die Bewegungsgleichung ergeben sich hier immeh raws
dem Prinzip der kleinsten Wirkunifs[q(t)], aber nun mit den Nebenbedingungen in Gl. (399).

Ein Extremwertproblem mit Nebenbedingungen kann man ffetdier Methode detagrangeschen
Multiplikatorenldsen, wobeiiiir jede Nebenbedingung eine neue Variableingefihrt wird. In unserem
Fall der funktionalen Beschreibung der Wirkung haben MimMNebenbedingungenif jeden beliebigen
Zeitpunkt t q(t) und q(t) sind bei jedent eingeschiinkt. Wir brauchen deshalb einen Multiplikatg(t)
fur jeden Zeitpunkt;1;(t) wird dadurch zeitabdngig. Folgen wir hiermit der Methode der Lagrange-

Multiplikatoren, dann lautet das Variationsproblem nun

6S[q(t), A(t)] =6

e N,
f dt {z:(q(o, q®).0) - > 4 fi(g.q. t)” = 0. (400)
to i=1

Genauso wie bei die Koordinaterft) miissen wir jetzti(t) variieren, um die Funktioneq(t) und A;(t)

zu finden, bei deneB[q(t), A(t)] extremal wird. Die Bewegungsgleichungeir fi;(t), die sich aus dem
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Variationsprinzip ergeben, sind einfach die Gleichungg®9j. Die neuen Bewegungsgleichungén f
gi(t) sind nach wie vor durch die allgemeinédung Gl. (396) gegeben, oder
N,

doL oL d ot ok
&5 99" le [& (/li(t)a—qi) - /l.(t)a—qi] =0 Vi. (401)

Wir sehen also, man mus8rfiede Zwangsbedingung, die nicht durch die richtige Wahlgeneralisier-
ten Koordinaten beseitigt werden kann, eineatrkche LosungA;(t) finden. Diese sind eindeutig durch
die Nebenbedingungefi(q, g,t) = 0 bestimmt. Der neue Term in den Bewegungsgleichungermgder

entspricht der generalisierten Zwangskraft aNeiNebenbedingungen (unterstrichen
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9 Starre Korper

Bisher haben wir entweder nur einzelne Punktteilchen odstefye vonN Punktteilchen betrachtet.
Korper, deren physikalische Ausdehnung nicht verréssigit werden kann, fallen nicht direkt in die-
se Kategorien. Man kann dieséioer aber als ein Vielteilchensystem oder ein Kontinuum vielen
Punktmassen beschreiben, das sehr restriktiven Zwangsgo@gen ausgesetzt ist.

Der einfachste Fall ist der einesarren Korpers d.h. ein Korper, der nicht deformierbar sein soll.
Dies bedeutet, wir&nnen den Krper zwar verschieben (drei Freiheitsgrade) oder im Rawinedlr (drei
Freiheitsgrade), aber niemals die relativen Abske|r; — r;| seiner Bestandteile véndern. Hierdurch
reduziert sich die Beschreibung der starrairger auf maximal sechs Koordinatgn

Die Anzahl der Freiheitsgrade wollen wir in der folgendenrBelitung erst mal noch weiter be-
schianken, indem wir nur Systeme betrachten, bei denen entwled®tassenschwerpunk des Korpers
im (inertialen) Beobachtersystem festgehalten wird, odgrdenen ein beliebiger anderer Punkt des
Korpers fir den Beobachter in Ruhe ist. Wir bezeichnen den ruhendert BlsnRrehpunkt des &rpers.
Hierdurch niuissen wir nur die Orientierung deKoers im Raum als frei gegeben betrachten (drei Frei-
heitsgrade). O.B.d.A. legen wir den Drehpunkt in der UrsgrOrdes Beobachters.

Unser Ziel im Folgenden ist es, eine dynamische Beschreidengines starren d&pers mit festem
Drehpunkt zu finden. Genauer: Wir suchen die Bewegungsgiegdm der Orientierung desoipers in

einemauleren Kraftfeld.

9.1 Drehimpuls

Wir beginnen mit der Frage, wie grol3 der Gesamtdrehimpwmes starren &rpers ist. Allgemein hatten

wir diese Frage schon im Abschnitber Vielteilchensysteme beantwortet,
L=L+RxMR. (402)

Hier bezeichnef’ = 3 m{ x v/ den Drehimpuls im Schwerpunktsystend;und ] sind die Orte und

Geschwindigkeiten im Schwerpunktsystem.

116



raumfest

: . e
Patrick Simon (Intertialsystem) 3

korperfest

"ARRE KORPER

@
Drehpunkt

€]

Der neue Fall hier ist etwas spezieller. Da die Alogte|r; — r;| zwischen zwei beliebigen Punkten als
holonom-skleronome Zwangsbedingung immer gleich sdissan, knnen alle Teilchenortedehstens
durch die gleichzeitige Rotation B{e) um die gleiche Rotationsachgebewegt werden|D(a; e)r; —
D(a; e)rjl = |r; — r;jl. Wir fassen, wie vorher schon, die Rotationsachse und digk&geschwindigkeit
w der Rotation um diese Achse durch den Vektor= we der Winkelgeschwindigkeit zusammen. Die
Rotationsachse geht hierbei immer durch den DrehpOnkter Vektorw darf natirlich die Richtung und
den Betrag mit der Ze#ndern und wird dies i.A. auch tun.

Wie schon besprochen, sieht der Beobachter unter dieserabdest eine Rotations-Geschwindigkeit
eines Massepunkteson

T =WXT. (403)

Folglich rotiert auch der Schwerpunkt b&i mit der GeschwindigkeiR = w X R. Das folgt ausk =
2. m7i/M und der obigen Relation. Ein Punkt beirelativ zu R rotiert deshalb mit der Geschwindigkeit

F=wX(@ +R)=wxr +wxR=7+R (404)
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und folglich im Schwerpunktsystem mit der Geschwindigkeit

ff-.’:'f'i—R:w)('ri', (405)

Der Drehimpuls im Schwerpunktsystem wird hierdurch (“BACCAR&gel)

N N N
L= mrxi = Z; mr! X (wX 7)) = Z:‘ m(wlr!? - ri(r, w)) . (406)
1= 1=

i=1

Die Abbildung I, definiert durch
N
L'=Vw:= ) mwlrP?-r/r,w), (407)
i=1

ist interessant. Diese ist eitieeare Abbildung I : V3 — V3, die auf den Vektoto wirkt (ersetze oben
w = Lwi+Awy; dannistiw = A4;1'w;+ 1,1’ w,). Wir nennenldenTragheitstensoder Massenverteilung
des Korpers.Ublicherweise wird der Egheitstensor béglich einer (orthonormalen) Basis,, e, e}

angegeben, so dass wir den Drehimplis= Y32, L{e; als Matrixprodukt von Koordinaten darstellen

kdnnen,
L I 1 I || @ 3
L, |=| 15 15 155 || w2 [ oderL{= Z lfjwi (408)
’ ’ 7 ’ J:1
L3 131 13 133 w3
wobei "
la = > mIS§03 + X3 + X3) = X,x] (409)
i=1

gegeben istir die Ortsvektorem! = ;X ;e;. Diese Relation e@it man aud = (I'w, e;) mit einer
direkten Koordinatendarstellung vetiundw; 6 ist das Kronecker-Symbol.
Die Abbildung I ist ein Tensor 2. Stufe, was bedeutet, dass sich desseniKataul, unter einer

Rotation D :V2 — V2 wie das (dyadische) Produkt von zwei Vektoren transforemier

3 3 3
X{I—)ZDikX{( s II’J l—)ZZDikD“ll’(l ; (410)
k=1 k=1 1=1

Dy ist die Koordinatendarstellung der Rotation beglzch der Basig;. Die Diagonalelemente desagheits-

tensors nennt mafragheitsmomentalie Nicht-Diagonalelementeeviationsmomente
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Wir haben nun einen Ausdruckifden Drehimpuld.’ im Schwerpunktsystem gefunden, der nur von
w und dem Téagheitstensor’ labrangt. Der Gesamtdrehimpuls um den Ursprahgst dann nach Gl.
(402):

L=Iw+MRX(wXxR) =lw+MwRP-RR,w)) =lw+lgw=(1+lpw=Ilw. (411)

Wir missen also zum @gheitstensor im Schwerpunktsystem den Tensgrdddieren, um den agheits-
tensor | relativ zum Drehpunk® zu erhalten. Der Tensoglist der Tiagheitstensor eines einzelnen Mas-
sepunktes der Mas$¢é, der sich im Abstand? vom Drehpunkt befindet.

Anders ausgedickt: Kennen wir den Tgheitstensor lum den Schwerpunkt, dann erhalten wir den

Tragheitstensor Iifr eine Rotation um jeden anderen Drehpunkt durch Additionlyg| = I’ + I g.

Anmerkung Haufig betrachtet man bei starreftpern ein KontinuunN — co von Punktmassen statt

einer diskreten Menge von Punktmassen. In diesem Fall sinth&n der Art

N
Z m f(ri) (412)
i=1
durch Volumenintegrale zu ersetzen:
f avo(r)f(r), (413)
\Y

wobei dv ein infinitisimales Volumenelement der Massa & dVp(r) beim Ortr darstellt;p(r) ist die
Massendichte bat. Wir stellen uns also ein Massenkontinuum als Grenzfalhdtieh vieler infinitisi-

maler Massenpunkte vor. So wird beispielsweise im Kontim{irenzfall das Tagheitsmoment
I = f dVp(r') 885 (<2 + X7 + X5) = x| . (414)
\Y

Konzeptionellandert sich abelif die Diskussion der starrendper hierdurch nichts.
Der Kontinuum-Fall ist imUbrigen auch der allgemeinere Fall. Wistknen smliche durctp(r) jede

diskrete Verteilung voiN Massenpunktemg, ;) als Summe von Dirac-Deltafunktionen darstellen,

N
p(r) = ) mép(r —m) . (415)
i=1
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9.2 Kinetische Energie

Wir kennen nun den Drehimpuls des starrairpers. Was ist dessen gesamte kinetische Ené&fgjie
Diese erhalten wir, wie im Abschnitt 3 besprochen, aus denr8e der kinetischen Energie eines

Punktteilchens der Masd9é bei R und der kinetischen Energie im Schwerpunktsystem,
1 A, M.
T=35Moz2),=3 .Z:‘ mr/|? + E|R|2 : (416)

Nun ist aber, wie eben gezeig{, = w x r{ undR = w x R, so dass (Erinnerunga, b x c) = (b, c X a))

T = }ZN:mlwxr-’|2+le><Rlz (417)

2i:l | 2

_ 1y ey M e s

= élem(f.u><ri,<...:><ri)+E((.‘;x ,w X R) ( )

i=

1 &, M

= §<w,Zmri><w><ri>+5<w,Rxw><R> (419)

i=1

1 1 1 1

= é(w,lw)+§(w,lRw>:é(w,lw):?w’[/). (420)

Die kinetische Energie des starrerdrigers ergibt sich demnach einfach aus dem Skalarproduktsvo
und dem Drehimpuld./2. In Komponentenschreibweise logich der (raumfesten) Beobachterbasis

ist das eine quadratische Funktionup namlich

NI =

1 1 3
T=w.L) = S(w.lw) = klzzlmwkw. : (421)

9.3 Potenzielle Energie

Was ist die gesamte potenzielle Energie des start@péts? Diese ergibt sich aus der Summe der poten-

ziellen Energien aller Punktteilchen,
N N
UR) = > URR+7)~ ) UP(R); (422)
i=1 i=1

U®(r) entspricht demauReren Potenzial déten Teilchens. Innere Potenzialérinen wir hier ver-

nachhssigen, weil sich die relativen Alastde der Teilchen untereinander nichtaredern drfen.
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Die Approximation rechts nimmt zaglich an, dass diBusdehnung des Korpers klagt gegefiber
den &umlichenAnderungen der Potenzialéi(a); dasaulRere Kraftfeld ist praktisch homogeir fden
Korper. In diesem Falldmnen wir unsiiir U(R) den Korper als Punktmasse b&ivorstellen, der sich im
Potenzial(r) = Ui("")(r) bewegt. Im homogenen Erdschwerefeldresdies einfackl (r) = —M({(g, ),
wobeig der konstante Vektor der Schwerebeschleunigung am Erdhisjeund istM = ; m die Ge-
samtmasse.

Ist diese Niherung nicht anwendbar, dann wird die potenzielle EnexgneRR und der Orientierung
des Korpers abhngen. (In diesem Fall unterscheidet man auf3erdem zwistd@nSchwerpunkt, der
Punkt der &ektiv das Potenzial desdfpers bestimmt, und dem Massenzentrum, das unserer Refinit

von R entspricht.)

9.4 Lagrange-Funktion

Mit T undU kdnnen wir nun eine Lagrange-Funktion der starréngérs aufschreiben (fester Drehpunkt:
|R| = konst):
1
L=T-U-= §<w,lw)—U(R). (423)

Einer Aufstellung der Bewegungsgleichungen scheint jetrita mehr im Wege zu stehen. Jedodissen
wir noch den VektorR und den Vektorw durch drei generalisierte Koordinatepn (Orientierung des
Korpers) und deren Geschwindigkeitgnim Falle vonw darstellen. Daiber hinaus &ngt auch der
Tragheitstensor | vomy; ab, weil i.A. eine andere Orientierung de#rgders die Massenverteilung des
Korpers fir den Beobachter vandert.

Um Bewegungsgleichungen finden zbrkien, beatigen wir nun eine geeignete Parametrisierung der

Orientierung des Krpers und eine damit einhergehende Parametrisierungrdghléditstensors.

9.5 Haupttragheitsachsen

Eine geeignete Parametrisierung besteht darin, déghBitstensor in einem Koordinatensystem anzuge-

ben, das mit dem &rper zusammen rotiertk@rperfes}. Diese bedeuteticht, dass wir als Referenzsystem
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nun einen rotierenden Beobachteihen; wir bleiben immer noch bei einem inertialen Beobacofmet
raumfester Basig;), der den bewegtendtper betrachtet. Es bedeutet nur, dass wir uns zur Bereghnun
von T eine Basidé;, é,, é3} wahlen, die an den starrerdiper angeheftet wird. Béglich dieser Basis
sind die Koéﬁzientenﬂj des Tagheitstensors zeitlich konstant, da sich die Massernertgm (starren)
Korper in der brperfesten Basis nicléindert. UmT berechnen zudnnen, muss jedoch auch der Vektor
w = Y wié; durch die krperfeste Koordinaten ausgédkt werden.

Welches krperfeste Koordinatensystem das geeignets$tedie Darstellung des &gheitstensors?
Grundstzlich gibt es schlie3lich unendlich vieleddlichkeiten, eine Basis fest amokper zu veran-
kern. Eine optimale @&rperfeste Basis ist durch die Matrly selbst gegeben: das Eigensystendeés
Tensors |. Die Matrix;; ist eine symmetrische Matrix, d.h; = I;. Aus diesem Grunde ist die Matrix
li; diagonalisierbar, was bedeutet, relativ zu den Eigenvehkié verschwinden alle Deviationsmomente
von [ij:

b 0 0
(N={o i, of;1e=0é; Ij=1(&l&) = 5.’?': . (424)
0 0 I3
Die Basisvektoren bzwEigenvektorere; bestimmen die so-genanntétaupttragheitsachseder Mas-
senverteilung im Krper;; sind dieEigenwertedes Tagheitstensors, die sogenannkaupttragheitsmo-
mente Diese sind krperfest, d.h. sie rotieren zusammen mit dedrpér. Gtensichtlich ist diese Basis
eine gute Wahl zur Darstellung desagheitstensors, weil hier mindestens sechs (drei freigjikéie-

mente verschwinden. Haben wir einnealgefunden, dann ist deshalb= % i3:1 f.c?)lz und die Parameter

I, sind zeitlich konstant.

Anmerkung Wir bezeichnen Krper mit zwei Momentet; = I, und einem dritten verschwindenden
Momenti; = O als Rotator. Krper heiBen unsymmetrisch, wenn alle Momente verschisifehund

symmetrisch, wenn zwei Momente gleich sind. Ein Kugellekigti, = I, = I5.
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9.6 Euler-Winkel

Um nun noch die Koizientenw; im korperfesten Koordinatensystem zu bestimmen, brauchenuwir
erst drei Winkel, die diegumliche Orientierung desdfpers und damit die Orientierung deirperfesten
Basis zur raumfesten Beobachterbasis eindeutig beschreilenfiir wahlen wir drei Winkelkoordina-
ten, die die raumfeste Basés des Beobachters durch Rotation exakt in diegerfeste Basig; eines
gegebenen Zeitpunkigerfihrt.

Genau genommen brauchen wir jedochidlafu sorgen, dass diese Rotation zwei Basis-Vektoren
e;i mit zwei Basis-Vektorere;"zur Deckung bringt. Ist das éiift, werden automatisch auch die dritten
Basis-Vektorerilbereinstimmen, weik,” = é3 x €; (bei gleicher Hindigkeit). Deswegen konzentrieren
wir uns nun auf ein Schema, das in drei Schritten mit drei baagigen Winkeln den Vekta#; naches
(“z-Achse”) und den Vektoe; nache; (“x-Achse”) rotiert.

Hierfur ist es gut, sich vorher das Folgende zu veranschaulickegenommen, wir haben einen
Vektor n, der senkrecht auf den Vektorenund e’ steht. Dann &nnen wirimmere nache’ durch eine

alleinige Rotation um die Achse entlamgiiberfihren (das Rotationszentrum soll im Folgenden immer
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O sein). Dies liegt daran, dass sowehdls auche’ in der (Rotations-)Ebene liegen, auf deisenkrecht
steht. Durch diese Rotation wird der Vektoselbst nicht veindert. Nach der Rotation istinsbesondere

immer noch senkrecht zu. Das Prozedere der Euler-Rotation ist nun wie folgt:

1. Die erste Rotationsachse sei durch den raumfesten Vektgegeben. Wir drehen digesamte
Basise; um diese Achse,amlich um den Winkel bis der rotierte Vektoe, senkrecht auf dem
korperfesten Vektoes steht. Wir nennen den rotierten Vekier nune’. Der neue Vektoe] soll

wegen der Eindeutigkeit im gleichen Halbraum liegen &yir ~

2. Nach Schritt 1 steh¢; senkrecht auks und e;. Dies bedeutet, wir &nnen durch Rotation der
Basis aus Schritt 1 um einen Wink&lentlange; nun den Vektorez in den korperfesten Vektor
é3 Uberfihren. Der Vektoe] wird durch diese Rotation nicht v@ndert. Insbesondere isf immer

noch senkrecht zas”

3. Schritt 1 und 2 zusammen haben alsg é3) nach g/, és) gedreht. Somit ist die “neue-Achse
é3 senkrecht zum érperfesten Vektoe; (Orthonormalbasis), aber auch senkrecht zum Zwischen-
vektore]. Folglich liegene; unde’ in der Ebene, auf det; senkrecht steht. Drehen wir also nun
abschlieend alles um einen Winkelim die Achse entlangsz; dann Kbnnen wir auch nock; und

€; zur Deckung bringen, ohne dahsiZu ve&ndern. Damit haben wir unser Ziel erreicht!

Dieses Schema verwendet dieller-Winkel(p, 9,¢), um die raumfeste Basis des Beobachters in die

korperfeste Basis zu rotieren. Unsere generalisierten Koateh sind deshalb diese drei Euler-Winkel.

9.7 Kinetische Energie mit Euler-Winkeln

Andert sich die Orientierung dedkperfesten Basis durch eine Rotation déspérs, danrndern sich
auch die Euler-Winkel. Folglich ist der Vektar, der die Rotation beschreibt, direkt mit der zeitlichen
Anderung der Euler-Winkel verkipft. Wir driicken nun die Koordinaten; tles Vektorsw als Funktion

der Euler-Winkel und deren Geschwindigkeiten aus.
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Um das zu erreichen, entwickeln wir

3
w:Z&)iéi:w¢+w0+ww:¢63+ﬁe’1+t'ﬁég, (425)
=

als Summe dreier Rotationen um die drei Achsen der Euler-iRnigeder Euler-Winkel beschreibt ja
eine Drehung um eine dieser Achsen, wodurch die Koordinatarw direkt die Geschwindigkeiten der
Euler-Winkel sind. Diese Achsen sind: (i) die Achse entlag@w,), (i) die Achse entlang; im 2. Schritt
der Euler-Rotationy), und (iii) die Achsees des lorperfesten Systemsyf). Um nun die Koordinaten
w; zu finden, ermitteln wir separat die Koordinaten der ui@aigiigen Rotationew,, w,y undw, in der
korperfesten Basis und addieren diese.

Vorweg eine weitere kleinelberlegung. Wir stellen uns vor, wir haben einen Vektound wollen
diesen beiglich zweier verschiedener Baserunde; ausdiicken,

3

w = iwiei = Z wiej . (426)
i1 i

i=1
Angenommen wir kennen schon die Koordinatgnund wissen, dass sich die Bagis= De; aus der
Rotation D der Basi®; ergibt, d.h.e[ = De;. Wie lauten nun die Koordinaten;? Wir beobachten
Folgendes:

3 3 3 3
w = Z we = Zwi'Dei = DZwi’ei = Dlw= Z we; . (427)
i—1 i-1 i—1

i=1
Die rechte Seite bedeutet: Um die Koordinatenin der rotierten Basig/ zu berechnen,dnnen wir

genauso gut den Vektes aktiv mit der inversenRotation D! rotieren, um dann die Koordinaten des
rotierten Vektors D'w in deralten Basise; zu berechnen. Kennen wir also die Koordinatendarstellung

Dj; von D in der Basig;, dann ist (Hinweis: [D'];; = D; wegen D* = D7)
3
(L)i, = Z Djiwj . (428)
=

Wir missen also nur den Vektar entsprechend in der Koordinatendarstellung der Bagistieren, um

die Koordinaten in der neuen Basis zu erhalten. Davon werdiejetzt reichlich Gebrauch machen!
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Der Vektorw, entspricht einer Rotation um deAchse des Beobachters (entlagy), also be#glich

der Basise; hat dieser die Koordinaten

0
w,=¢pez=1 0 |. (429)

¢
Wir wollen aus diesen Koordinaten nun die Koordinaten inkdeperfesten Basis ermitteln. Die Beobachter-
Basis wird durch die drei Schritte der Euler-Rotation in diederfeste Basigberfihrt. Jeder Schritithrt
uns in eine weitere Basis, die sich durch Rotation der vorbarigasis um genau eine Koordinaten-Achse
unterscheidet. Jeder Schritt ergibt auch andere Kooelirdes Vektorss,. Um diese Serie von Koordina-
tentransformationen zu berechnen, wenden wir unserek deicinversen Rotation, siehe oben, mehrmals
hintereinander an. Wir drehen in der Koordinatendarstgll{i) um diez-Achse (Winkel-¢), (ii) um die

x-Achse (Winkel-#), und (iii) wieder um diez-Achse (Winkel-y), d.h. (rechts nach links)

cosy sing O|f1 O 0 cosy sing 0| O
w, = | —sing cosy 0 || O cos? sind || —sing cosey O || O (430)
0 0 1)L 0 —sind cosy J| O 0 1)\ ¢
0 @ Sinyg sing
= D(p,%,¢)| 0 |=]| ¢cosysing | . (431)
") ¢ cos)

Das sind folglich die Koordinaten van,, im korperfesten Koordinatensystem. Die 3-Matrix D(e, ¢, )
ist die Matrix, mit der wir jeden Vektor in raumfesten Koardien in krperfeste Koordinaten transfor-
mieren kdnnen.

Eine Drehung um den Winkel entspricht im Koordinatensystem des 2. Schritts der ERi#ation

einer Drehung um dig-Achse entlang/ . Wir starten alsolir w, direkt bei Schritt 2 der Euler-Rotationen,

Qp B

wy=vey =0 |. (432)

o
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Um nun diese Koordinaten imdkperfesten System zu erhaltenjssen wirwy nur noch um den Winkel

—¢ um diez-Achse entlangs drehen, Schritt 3 der Euler-Rotation,

cosy sing O || & +1} cosy
wy=| —sing cosy O || O |=| —Fsiny (433)
0 0 1 0 0

Das ist die Koordinatendarstellung va im korperfesten System.
Die dritte Rotationskomponentg, ist eine Drehung um dizAchse im lorperfesten System, so dass

diese einfach die folgenden Koordinaten igrjerfesten System hat:
0
wy=yés=:| 0 (434)
v
Nehmen wir alle drei Komponenten vanzusammen, dann erhalten wir also eine Parametrisierung

vonw im korperfesten Koordinatensystem der Art:

; ¢ sind siny + 9 cosy

3
Z(I)iéi =1 & |=w,+ws+wy =] ¢sindcosy — I siny (435)
=1 .
w3 ¢ COSY +
Hiermit wird die kinetische Energie des starrearlders schlief3lich
(436)

T =

3
> i
i=1

L. . . :
= El(¢5|nﬂ5|nw+z9cosw)2+

> NI

Iy, . - I3, :
Ez(go sing cosy — 9 siny)? + Es(go cosd +y)?.  (437)

9.8 Schwerer Kreisel
Als Beispiel wollen wir einen schweren, symmetrischen Kekietrachten. “Symmetrisch” bedeutet, dass

wir I; = I, annehmen; die Haupégheitsachse; bezeichnet man aBigurenachse“Schwer” bedeutet,
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dass wir als Drehpunkt einen vom Masseschwerpiitbkerschiedenen Punkt imdfper wahlen. AulRer-
dem wahlen wir die Basis so, dass dieRichtunge; der raumfesten Basis des Beobachters gegen das
homogene Erdschwerefeld zeigt.

Hierdurch vereinfacht sich Lagrange-Funktion des Kreisel (diei;- und i,-Terme inT werden
zusammengefasst) A A

L= 'El(goz sir? ¢ + 9°) + '53(50 cost? + )? — mglcosd . (438)

Dieses System hat die drei Freiheitsgrade undy, die die Lage des Kreisels beschreibeiir # = 0
zeigt die Figurenachse nach oben. Die konstaritege! = |R| bezeichnet den Abstand des Massen-
schwerpunkts vom Drehpunkt.

Wir sehen sofort, dasg unde zyklisch sind. Also sind deren konjugierte Impulse Erhadfsgbi3en,

P, = % = [3(¢ cosd + ¢) = konst , (439)
oL ~. . N ) . AL
p, = % " l1¢ sir? & + 13 cosi(p cos? + ) = 11 sirf 9 + p, cos? = konst . (440)

Dies formen wir nun etwas um nach

I cosy _. Py —pyu
Lsifd 11—

(441)

und
. _ u? — p,u
PPN Lol 3
I3 I3 |1(1 - U2)
Wir haben hiew := cos ersetzt, weil uns aufgefallen ist, dasswur als Funktion cog in den Impulsen

(442)

vorkommt. Die letzten zwei Gleichungeibhnen wir benutzen, um die Bahnen ypandy zu berechnen,

Py — PyU(t)
foe= [ ften )

fdt b= f (T: p“’ful ‘(tl’:(fg;‘)“')), (444)

@(t) — ¢(to)

U (t) — ¢ (to)
sobald wir die Bahm(t) gefunden haben.
Die Gesamtenergie des Kreisels berechnen wir mit den erfaitimpulsen durch Einsetzen zu:

~ _ 2 2
E=T+mglu= '—1192+(p:"—'°¢w+&+mglu (445)
2 2|1(1— U2) 213
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Uet(U)
o
N

-0.2

-0.4

-0.6

Wir bemerken hier

(446)

., _(dcosd u?
dt 1-u?’
so dass man die (erhaltene) Gesamtenergie als Funktion wodu schreiben kann,
< oW 2
Sl L Y (447)
21-u 2|1(1—U2) 213

Dies erinnert uns sehr an das Himgerproblem, insbesondere wenn wir diese Gleichung natshetwas

2
) =9sifd = P(1- ) = #=

umformen,
I — n,u)? 2(1—u? Iy
Lo, (PP Py _ ) +mglul - u?) — E(L - W?) = 21 + Ueg(u) = 0. (448)
2 20 215 2 —

Formal ist die Bewegungsgleichung vardemnach wie die eines Punktteilchens mit Maksin ef-
fektiven PotenziaU:(U) (unterstricheh Beachte aber, dass die “Gesamtener{ig?/2 + Uq(U) dieses
aquivalenten Einrperproblems nur einen Wertamlich Null, hat. Hieraus erhalten wir ein Integrar f
die Umkehrfunktion voru(t),

u du/
I—ty==+ _— . 449
° f NI ) (449)
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MNutation

Locus der Figurenachse

Quelle: Universitat Gottingen

Die Bewegungsgleichungen des schweren Kreisels sind softstandig integrabel (aber i.A. nicht ana-
lytisch losbar).

Wie beim Einkorperproblem definieren (benachbarte) Punktenit Ues(Ug) = 0 Umkehrpunkte, bei
denenu das Vorzeicher@ndern mussy wird also zwischen den Umkehrpunkten periodisch hin und her
oszillieren & bestimmt die Laufrichtung von). Die Neigung des Kreisels bzw. die der Figurenaahse ~
wird deshalb periodisch schwankehiét der Winkel zwische; undes). Diese Schwankung nennt man
Nutationdes Kreisels. Die Amplitude der Nutation wird durch den Vdlabstand der Umkehrpunkte
Up = cosidy bestimmt;w, andert den Nutationswinkel. Gleichzeitig wird die Figueehse eine Kreisbe-
wegung umes beschreiben, die man afyazessiorbezeichnet. Diese Rotation ist nat, und damitp,
verknipft. Die Rotationw, ist eine Bewegung um die Figurenaclesg so dasg, mit der Rotation des
Kreisels um die eigene Symmetrieachse végkhist. DieUberlagerung von Rzessions- und Nutations-
bewegungasst die Symmetrieachse u.U. komplexe Bewegungsmustenrbésen, die hier aber nicht

naher diskutiert werden sollen (siehe z.B. [3]).
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9.9 Freie starre Korper

Die vorangegangene Diskussion der starrénger ist davon ausgegangen, dass daplér im Drehpunkt
festgehalten wird; der Schwerpunkt kann sich dann nufRjit= konst bewegen. Dadurch sind die drei
Euler-Winkel die einzigen Freiheitsgrade des Problems.

Im allgemeineren Fall jedoch wird sich der SchwerpuRlkdes starren Brpers frei bewegendaonen,
so dass dieser nicht automatisch von den Euler-Winke&adph In diesem Moment erhalten wir drei
weitere Freiheitsgrade, die die Translation des Schwédpsrbeschreiben. Das Problem des freien star-
ren Korpers hat also insgesamt sechs Freiheitsgrade: drei kabed der Rotation (Euler-Winkel) und
drei Koordinaten der Translation (Position vde). Ein frei beweglicher starrer &per wird um den
SchwerpunkiR rotieren. In diesem Fall ist Lagrange-Funktion eine Sumereldanslationsenergie des

Schwerpunkts und der Rotationsenergie um den Schwerpuhkt, d

L= %RF + %@, l'w) — U(R, ¢, 9, ) , (450)

wobei die Rotationsenergigy = (w, l’w)/2 wie oben in der &rperfesten Basis als Funktion der Euler-
Winkel ausgedickt wird. Der Tagheitstensor ist der relativ zum Schwerpunkt. Whnken das auch
so sehen: & jeden Korper, der nicht als Punktmasse approximiert werden kamer, zaumindest starr
ist, addieren wir einen zaszlichen Ternil o, zur Lagrange-Funktion, um die inneren Freiheitsgrade der
Orientierung zu bercksichtigen; als einzige Zusatzinformatiaber die Massenverteilung imdfper
werden die Hauptiigheitsmoment& berbtigt.

Im Falle einesnhomogenen Kraftfeldsonnen der Schwerpunkt und das Massenzeniuwerschie-
den sein, siehe Abschnitt 9.3; die potenzielle Enetgermischt dann die Translationskoordinaten von
R und die Euler-Winkel der Orientierung desioers. Dann kann auch auf einen freiedrper ein
DrehmomentV = L relativ zum DrehpunkR wirken. Hierdurch kann auch dieser, trotz einer freien Be-
wegung, eine Rizession und Nutation vollhren! Dies ist z.B. bei der Erde der Fall, die in Jati¢rung
als freier starrer Krper betrachtet werden kann. Durch das inhomogene Gefadedes Mondes und
der Sonne beschreibt die Erde ein@#assions- und eine (kleine) Nutationsbewegung. Dézdé&sion

bewegt die Erdfigurenachse etwa um°Ipro Jahrhundert, wodurch zum selben Tag des Jahres z.B. die
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Quelle: Bild, Axel-Springer Verlag, Dez. 201 Oﬁ'ﬂ

Sonne vor etwa 2000 Jahren emn@8° andere Position zum Fixsternhimmel hatte als heute. Declgr
sche Naturphilosoph Hipparcho4.90 v.Ch.3 120 v.Ch.) schtzte diesen ffekt schon vor 2200 Jahren
aufgrund von Beobachtungen auf capto Jahrundert.

Sollte der starre Brper zwar eine Translationsbewegung absén lonnen, aber rotiert dieser dabei
nicht um den Schwerpunkt sondern um einen anderen Drehfmiktrollender Zylinder mit Umwucht),
dann diickt manZ als Funktion der Postion des Drehpunki@s= R + d aus;d ist der Abstandsvek-
tor des Drehpunkts vom Schwerpunkt. In diesem allgememEadl wird die Lagrange-Funktion durch

Substitution der obigen miR = D — d zu:

M

L= ID2 = M(D,w x d) + %(w, lw) —U(D —d, ¢, 9, ¢) . (451)

wobei | hier das Tagheitsmoment um den Drehpunkt ist; der unterstrichBsren ist ein Mischterm
zwischen Translatiod und der Rotationl = w x d; d hangt von der Orientierung ab. Ist das Kraftfeld

praktisch homogeiiber die Ausdehnung desiipers, dann ist) (D - d,...) = U(D).

132



Patrick Simon 10 HAMILTON-MECHANIK

10 Hamilton-Mechanik

Im Abschnitt 7.7 haben wir eine neue Funktion gefunden, tik aus der Lagrange-Funktiaffi des

Systems berechnedallt, die

Hamiltonfunktion. "
H=> pt-Laq1). (452)

i=1
Wie wir diskutiert haben, ist diese FunktiorfoL/ot = 0 eine Erhaltungs@fie entlang einer Trajek-

torie q(t), und sie ist unter bestimmten Bedingungen mit der Gesamgengé = T + U eines Systems
identisch (konservative kafte und Ruhekoordinaten). Die Hamilton-Funktion hat alehanoch andere
Eigenschaften, mit denen sich eine alternative Beschrgilden Mechanik ableiteral3t: die Hamilton-
Mechanik.

10.1 Kanonische Gleichungen

Sieht man sich die rechte Seite von Gl. (45X)nkte man zuerst meinen, daks eine Funktion der

generalisierten Koordinatem, deren Zeitableitungeq, der Zeitt und der konjugierten Impulsg; ist.
Tatsachlich sind aber nug; und p; unablangige Variablen vorH. Dies erkannt man dann, wenn man

sich die infinitisimaleAnderung von/ als Funktion deiAnderungen aller Argumente der Hamilton-

Funktion ansieht, @mlich das totale Dierential (Kettenregel; denke ar}dt - dt)

dH = _Nzkld(piqi) —dL(q,q.1) (453)
- i (Gdp + pdg) - i [%olqi + %dqi] _ Ly (454)
- £\ g ag ') ot
= i(qdpi +m) - i (g—édqi + m) - %dt (455)
N
- iZ:kl:(qidpi —%dqi] - %dt (456)
- 3 (adn - peka) - La (@57)

[
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In der letzten Zeile haben wir die ELG2 verwendet, preinzusetzen (unterstrichemiiese unterste Zeile
zeigt uns, dass die Berentiale d;, dg und dp; teilweise voneinander abhgig sind, und die gesamte
Anderung dH auf drei Familien g, p;, t) von unabBngigen Variablen ziickgefihrt werden kann. Oder:
‘H(q, p,t) kann allgemein als Funktion der Koordinatgnder Impulsep = (ps, ..., pn,) und der Zeitt
geschrieben werden.

Deshalb gilt auch (Kettenregel) gleichzeitigy das Diferential:

o

N
oH
(_dqi ’ ap

dH(a.p.0 = ), | 5

i=1

Weil die Variablen ¢, p;, t) unablangig sind, und Gl. (457) und (458yuivalente Ausdrcke fir dH sind,

dpi) + aai:dt . (458)

mussen die Kogizienten vor den Dferentialen unakdngiger Variablen wie z.B.gl gleich sein, d.h.

OH . OH  oH oL

P a s a (459)

0 =+

Insbesondere die unterstricher#¥, Relationen links sind von gro3er Bedeutung, weil sie Bewegungs

gleichungen der konjugierten Koordinatep, ©;) beschreiben. Man nennt diese die

Kanonische Gleichungen.

oH . oH .
— = pp=— Vi=1...N 460
ap, P aq k (460)

4=+
der Hamilton-Mechanik. Aus diesen Gleichungen kann mamBdigegung der Ortg; und der Impulsep;
aus der Hamilton-Funktion “ableiten”. Wir kommen daraugigh im Detail zu sprechen, bemerken aber
schon hier, dass diese Bewegungsgleichungen mathematigabher sind als die ELG2: Statt zweier
partieller Ableitungen und einer totalen Zeitableitungler Euler-Lagrange-Mechanikif die Bewegung
von g; berdtigt der neue Satz Variablepund p; nur zwei partielle Ableitungen, jeweils einérfdie Orte
und eine @r die Impulse. Zugtzlich haben wir nun nur Herentialgleichungen 1. Ordnung in der Zeit
statt Diferentialgleichungen 2. Ordnung. Jedoch ist die Anzahl dee¥slen voriN, Orteng; in der Euler-
Lagrange-Mechanik nun auf\g Variableng; und p; gestiegen. Letzteres ist niditberraschend, weil eine
Differentialgleichung 2. Ordnung m Variablen formakquivalent ist mit ®l; Differentialgleichungen

1. Ordnung.
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Rotierender Draht Als Beispiel einer Hamilton-Funktion betrachten wir einl€aen auf einem gleiclkirmig
rotierenden Draht«: Winkelgeschwindigkeit der Rotation). Der Abstand vom Riotagzentrum sex,

und es wirke eine Kraft mit Potenzibl(x) auf das Teilchen,
LX) =T(xX) —U(X) = g(x2 + XPw?) = U(X) . (461)
Der zux konjugierte Impuls isp = dL/0x = mx. Also ist die Hamilton-Funktion

2
H(p,X) = Xp—L = Xp—gx —r; ot +Uo) 2 PP Mo 2 = - gx2w2+U(x). (462)

Wir durfen hier nicht vergessen, dass nach (*) erst mal alle Gésdmgkeiten, hier nux, durch Impulse
und Orte ersetzt werdenimsen. Diese Relationen folgen aus den Relationen der kenjeigilmpulse.

Die kanonischen Gleichungen vox ) lauten schlief3lich

_OH P OH 5 UK
“ap m P T T T T (463)

Im Ubrigen istH in diesem Fall, abgesehen ven= 0, nicht mit der Gesamtenergie identisch,

E=T+U="2%¢:Me, +U(x)_2£

> > —Xw? +UX) = H(X p) . (464)

2

Dass dem nicht so ist, liegt daran, dass die ZwangsbedingemnBotation rheonom ist; der erzwungene
Phasenwinkel des Teilchens ist fest vorgegeben und zémajdy wir benutzen keine Ruhekoordinaten.
Dennoch musgH eine Erhaltungs@fie sein, dal nicht explizit zeitabBngig ist. Letzteregndert sich

jedoch, wenn wir die Rotationsgeschwindigkeit des Drahtiéslen Zeitandern.

Anmerkung Die Lagrange-Funktion und die Hamilton-Funktion/ sind so-genannte Legendre-
Transformierte von einander bgglich der Variablery;.

Damit ist gemeint: Isf (a, b) eine Funktion der unaldmgigen Variablem undb, dann bezeichnet man
die neue Funktiomy(c, b) := ca— f(a, b) mit den unabhngigen Variablem undc = % "f - als Legendre-
Transformierte vonf beZziglich a; das Paard, c) bezeichnet man als Paar konjuglerter Variablen. Die

Legendre-Transformatiovon g(c, b) beziglich c ergibt wiederf (a, b).
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Dassg eindeutig eine Funktion der Variablerundb ist, sieht man anhand desfiirentials

afab) . af(ab)

dg(c,b) = d(ac) —df(a b) = cda+ adc - % da-— b db (465)
— cda+adc—cda— afg;’ b 4o (466)
B _of(ab) 49 a9
= adc b db = acdc + 6bdb' (467)

Die letzte Zeile zeigt uns aulRerdem, dass wir den /erg/dc mit dem neuen Potenzighicht verloren
haben, sondern immer noch “ableiterdrinen.

Legendre-Transformationen spielen in den Bereichen dergtischen Physik ein Rolle, in denen man
physikalische GiRen durch Ableitung einer Potenzialfunktion erhaltenkahB. sind in der Mechanik
die konjugierten Impulsg; Ableitungen des Potenzial§ nachdj. Oder eine konservative Kraft ist die
Ableitung des Kraftpotenzials nach einer Richtung; Krafd &Richtung sind konjugierte @Ren. Beson-
ders beliebt sind Legendre-Transformationen in der Thegmamik, wo man die innere EnerdiKS, V)

(S: Entropie,V: Volumen) Legendre-transformiert, um neue PotenzialedigéeEnthalpieH = U + pV
oder die freie Energi€ = U — T S zu erhalten. Legendre-Transformationen sind hier u.Aktmeh, weil

die neuen thermodynamischen Potenziale,iend F, unter unterschiedlichen Randbedingungen Kon-
stanten des Systems sindH& 0, wenn die Temperatdr und der Druckp konstant gehalten werden).

Die Legendre-Transformation ist ein Kunstfirum in einer mathematischen Beschreibung mit Po-
tenzialen eine Variable durch ihre konjugierte Variableersetzen, mit der wir dann stattdessen arbeiten.
Genau dieser Kunstgfiwird in der Hamilton-Mechanik getan: Geschwindigkeitgnverden durch ihre
konjugierten Impulseg; ersetzt. Das neue Potenzial ist die Hamilton-Funkfféranstatt der Lagrange-
Funktion £. Nun sind die zup; konjugierten Gol3en die Variable; = % Die gesamte Beschreibung

der Dynamik erfolgt nun mig; und p; anstatt mitg; undg; wie in der Euler-Lagrange-Mechanik.

10.2 Bewegung im Phasenraum

Wieso sollten wir die Bewegungsgleichungen anstatt mit deoréinaten und Geschwindigkeite, ),

wie in der Lagrange-Euler-Mechanik, nun in den Koordingtgnp;) der Hamilton-Mechanik beschrei-
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ben? Der Grund ist eine symmetrischerer Formalismus. Biegom theoretischen Standpunkt her an-
sprechender.
Um diese Symmetrie zu erkennen, sehen wir uns zuerst noahienBlewegungsgleichung vag in

der Lagrange-Mechanik an (2. Art; &fte sind aus Potenzialen ableitbar):
————=0Vi=1...N. (468)

Dies ist eine Diferentialgleichung 2. Ordnung, weil diese Gleichungen gAenthalten. Formal wird
das eine Dferentialgleichung 1. Ordnung, wenn wir die Ogeund die Geschwindigkeiteg als Paar

unablangiger Variablen zusammenfassen:

g[qi(t) ]:[qi(t) ]:[qi(t) ] — 459
dlam ) (a® ) (a(e.q0.1)

wobei die Beschleunigung := ¢ implizit durch die Gl. (468) gegeben ist. Eindeutiglbar wird dieses
System von Gleichung durch Festlegung der Anfangsbedgenig(to), q(to)}, d.h. jeder Punkt im 8-
dimensionalen Orts-Geschwindigkeits-Raum legt die Baj{t),(g(t)) durch den Raum eindeutig fest.
Mathematisch ist diese Beschreibung unausgewogen, weiti@dnderung des Ortesgg/dt auf dieser
Bahn einfach direkt aus der Geschwindigkeitsvariapkrgibt, wohingegen didnderung der Geschwin-
digkeit dji/dt = & u.U. eine komplizierte Funktion voipundg (und der Zeit) sein kann.

In der Hamilton-Mechanikifhren wir statt der Geschwindigkeitgndie Impulsep; als unabBAngi-
ge Variablen ein. In dieser Behandlung werden die Beweguegsgingen der Variablen gleichberech-
tigt. Hier wird der Zustand des Systems durch NieOrte g = (Qs,...,0n,) und dieNx Impulsep =
(P1, ..., pn,) eindeutig definiert. Wir nennen den Raum allgrg) € RY ® RN denPhasenraumJedes

paar konjugierter Variablen des Phasenraums folgt nun dégrBntialgleichung

(T -i { +@
%[q”]:[?()]:[ a(p}vi. (470)
pi(t) pi(t) ~
Wir erkennen hier die Symmetrie der Gleichung zwischeund p;, deren Zeitableitungen explizit als

einmalige partielle Ableitung der Hamilton-Funktion gbge sind.
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—|
=

Wir konnen das noch kompakter schreiben, indem wir die zwei Phase-Gradienten

0 0 0 0
Vo=|—,....— | ; V,=|—,...,—— 471
‘ (aql ank) v (apl 6ka) (471)

in Orts- und Impulsrichtung verwenden:

da® ) (+veH ) [0 1| VeH
dt{ pey | | v | | -1 0| v,#

Die Bewegungsgleichungen jedes holonomen Systems kanniead tbrmal einfachesymmetrische

: (472)

Form gebracht werden. Die unterstrichéuatrix ist eine so-genannte symplektische Matrix Mjf = —M;.
Wir interpretieren das so: Der Zustand des Systems ist efigdein Punkt im Phasenraum. Die Zeit-
entwicklung des Zustandes wiidberall durch die Funktioft(q, p, t) diktiert, die auf dem gesamten Pha-
senraum aller iglichen Zusande definiert ist. Im Zeitintervaltdlie3t der Zustand entlang degmplek-
tischen GradienteNH := (+V,H, -V, H) mit (dg, dp) = VHdt; VH ist deshalb der Tangetialvektor an
der Losungskurved(t), p(t)). Das gesamte Vektorfeld aller symplektischen GradieN( aller Punkte

des Phasenraums beschreibt deshalb die Tangentialvektibee nbglichen Phasenraum-Trajektorien.
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Verschwindet dieser Gradierirfeinen Punkt im Phasenrauf,H = V,H = 0, dann kann sich der
Zustand nicht mehr weiterentwickeln. Dies sind sogenasiatiionare Punkteles Systems. Desweiteren
bewegt sich jeder Zustand eindeutig in genau eine Richtungrvevenn er kein staticarer Punkt ist.
Dies bedeutet, unterschiedliche Bahnénien sich im Phasenraum niemals kreuzen odéihioen.

IstH eine Erhaltungs@fie,H(q(t), p(t)) = Ho = konst, dann kann sich eine Phasenraum-Trajektorie
aulBerdem nur auf deM\ — 1 dimensionalen Hyperebene bewegen, die durch den¥fegegeben ist.

Im obigen Beispiel des Eirtkperproblems entspricht dies der eindimensionalen Kurve

0(x) = + x/z_m\/wo LUK - %"xzwz . (473)

Statiorére Punkte dieses Problems sirfteasichtlich solche mip = 0 unddU (x)/0x = mw?x?.

Anmerkung Die Kanonischen Gleichungen lassen sich auch aus dem arfiiinzip ableiten, wenn
man statioare Losungen{(t), p(t)) der Wirkung

ri N
S[a(9.p0] = [ o (Z GOP ) - H(g). .Y (474)
i=1

to
sucht und hieiir die 2\ Variablen g(t), p(t)) variiert.

Bei den ELG2 wurden nur diBl, Variableng;(t) variiert; die Variation der Geschwindigkegt(t) ist
hierdurch automatisch gegebensdp= 5q;; in der Hamilton-Mechanik werdeq(t) undp(t) unabtangig
variiert. Als Randbedingung muss in der Hamilton-Mechaujkt,) = 5q;(t;) = O fixiert sein. Die Varia-
tionen vonspi(ty) undép;i(t;) hingegen knnen sowohl fixiert werden oder frei gelassen werden. Beides
fuhrt zu den gleichen Bewegungsgleichungen. Details findenzii in(author?) [3].

Unter symplektischen linearen Abbildungen M versteht malche mit M = —M, wobei M' die
Adjungierte zu M mit(z, My) = (Mz, y) fur allex, y € V ist. In Koordinatendarstellunlyl;; und mit
einem reelen Zahlerkper des metrischen Vektorrauvidedeutet diedl; = —M;; bei einerOrthonor-

malbasis die transponierte Matrix entspricht der gespiegeltenriMat

10.3 Hamilton-Algebra
Im praktischen Umgang mit der Hamilton-Mechanik hat sich di
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Poisson-Klammer.

Nk
.\ (2f 99 _ of o9
Ifal= Z(é‘qi opi - op 6qi) @79)

als algebraische Operation im Phasenraum als besondei&ch erwiesen. Um diese zu motivieren,
sehen wir uns die Zeitentwicklung einer beliebigen Funktit{q, p,t) im Phasenraum entlang der Tra-

jektorie (g(t), p(t)) an (Kettenregel):

dG(a(®).p().) _ <N(9G.  9G.\ G
dt - ;(a_qql-i_a_ﬂpl) E (476)
N (0GOH G IH\ G
- 2l i) w (@77)
. G
- [g’ 7—{] + E s (478)

Offensichtlich ist die Zeitentwicklung einer Funkti@q, p,t) durchg = |G, H] + 0G/ot mit der
Hamilton-Funktion verbunden. Igtnicht explizit zeitabAngig, dann wird dies durch die Poisson-Klammer
der besonders einfache Ausdrgks [G, H].

Hieraus erhalten wir sofort, dass

- oH oM.

H = [7"(,7’{] + E = ot , (479)

die Zeitentwicklung voriH ist also konstant entlang einer Phasenraumtrajektorienwe nicht explizit
von der Zeit abngt,0H /ot = —0.L/ot = 0. Damit istH in diesem Fall eine Erhaltung<ise, wie wir
schon besprochen hatten. Die Rechnung tirest in der Hamilton-Beschreibung aber extrem kurz!
Was sind die Zeitableitungen der konjugierten Varialdennd p;? Diese sind triviale Sondeitte
der obigen Regel mit wahlweigg = g oderG = p;. Wir erhalten so eine alternative Notation der

Kanonischen Gleichungenamlich:
a® = [a.H] ; pit) =[P, H] (480)

AulRerdem findet maruf eine Poisson-Klammer einer Variablgroder p; mit einer beliebigen Funktion

G(q, p,t) durch Einsetzen

[0, G| = +g—i (PGl =
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Poisson-Klammern mit; oder p; entsprechen also den Gradienten entlpngder—g; (symplektischen

Gradienten). Insbesondere erhalten wir hiermit als Sdalfienit G = p; oderg = q; die
Fundamentalen Poisson-Klammern.
g ai| =] pi] =05 [anpi] = —]pna] =5 (482)

Zusatzlich ertillt die Poisson-Klammer noch die Rechenregeln

e Linearitat, d.h.[f,c;g+ ch] = ¢, [f,g] + ¢ [f, h] fUrc,, ¢ € R;

e Neutralifat, d.h.[c, f] = 0 fUrc e R;

e Antisymmetrie, d.h[f,g] = —[g, f];

e eine Produktregel, d.hfg,h] = f [g,h] + g[f,h];

o die Jacobi-Identit, d.h.[f,[g, h]] + [g, [h, ]] + [h, [f,g]] = O

Aus der Jacobi-ldentt folgt das

Jacobi-Poisson-TheoremSind die Funktionen(q, p,t) und k(q, p, t) Erhaltungsgrofien, d.h.

dl1 dly

[Il,(H]+E=[Iz,W]+E—O, (483)
dann ist
ol
ls(g,p,t) =I5, 12] ; [la,H]+ 6_t3 =0 (484)

auch eine Erhaltungsgrofe.

Dies folgt aus der Jacobi-Ideréttmit f = I;, g = I, undh = H. Dieses Theorem kann man verwenden,

um basierend auf bekannten Erhaltung&gm neue Erhaltungsiden zu suchen.
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Harmonischer Oszillator Diese Rechenregeln der Poisson-Klammer erlauben es, Begs&gaichun-
gen im Phasenraum algebraisch zu bestimmen. @esén wir anhand des eindimensional harmonischen

Oszillators demonstriereniifden

2
D
H(x, p) = %n + 5% (485)

gilt; D ist die Konstante der ickstellkraft. Der Wert der Hamilton-Funktion ist in dies@&eispiel erhal-
ten und mit der Gesamtenerdte= H identisch. Hieran sieht man dann, dass die Bahnen des QwiAlla
im Phasenraum Ellipsen seiriissen, deren GRe von der EnergiE abhangt und deren Halbachsen von

der Massem und der Federkonstantdh bestimmt werden. Die Bewegungsgleichungen des Oszillators

sind nun
- . Dol 100" _p.
x=DxH] = [X’Zm +[X’2X]_2m6p m’ (486)
- _ | P 92]_9 o) Do
p=[pH] = [D,Zm +[p,2x =5 |p¥|=-5 - =-Dx. (487)

Hieraus ergibt sich wegem = mx sofort die Diferentialgleichung

mX + DX = 0 (488)
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des harmonischen Oszillators.

10.4 Kanonische Transformationen

Wir haben schon gelernt, dass die Euler-Lagrange-Glegdmuforminvariant sind gegéber einer Punkt-

transformation der generalisierten KoordinatgrNach einer Transformation

£(Q.Q.9 = £(a(Q.9.4(Q.Q.1).1) (489)

sind deshalb die Bewegungsgleichungen @mmmer noch

E%_@L'_p_@.ﬁ'_ _or
dtog, 0Q ' aQ 80

(Hier sind alle generalisierten Kfte als Potenzial darstellbar.) Weil weiter oben die Haam#Funktion

0 P

(490)

fur beliebige Koordinaten hergeleitet wurdejissen aber auch die Kanonischen Gleichungen bei einer

Punkttransformation forminvariant sein, d.h.

Q=[Q.H] ; Pi=[P.H] (491)

bei .
H(g,p.t) » H(Q.P)= ) PQ-L(Q.Q1). (492)

i=1

Wir erwarten deshalb beim Koordinatenwechsekiomfigurationsraunaerq keine Schwierigkeiten beim
Verwenden des Hamilton-Formalismus.

In der Hamilton-Mechanik sing und p gleichberechtigte, 19, unablangige Variablen. Wir fragen
uns nun, ob wir nicht hier Koordinatentransformationegetheiner algy(Q, t) finden konnen, die so-
wohl neue Ortskoordinate® als auchneue konjugierte Impuls#€ mischen, ohne die Kanonischen

Gleichungen zu véndern, also wann mit

G = Qi(Q7 P’t) y Pi= pi(Q7 P’t) (493)

und
H'(Q, P.t) = H(q(Q, P.1), p(Q. P,1),1) (494)
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immer noch
Q=[Q.H]; P =[P, H] (495)

erfullt ist. Normalerweise wird eine allgemeinere Transfotiora der Phasenraumkoordinateq und p
natirlich nicht das geéinschte Ergebnis liefern, weil die konjugierten ImpuRe= 9£'/6Q; ja von
der neuen Lagrange-Funktioﬂ(Q,Q,t) abgeleitet werden und hierdurch n@ verknipft sind! Wir
nennen die gleichzeitige Transformationen von Orten urgllsen, bei denen trotzdem die Kanonischen
Gleichungen immer nochidtig sind,kanonische Transformationen

Wie finden wir diese erlaubten Transformationen? Hiesehen wir uns statt der Hamilton-Funktionen

die entsprechenden Lagrange-Funktionen vor und nach ddmpuls-Transformation der Hamilton-

Funktion an,
N
Lg.q.) = ) ap-Ha.p; (496)
. - d Ne
-E/(Q’ Q»t) = L(q(Q’ P’t)’ aq(Q9 P’t)’t) = Z Qi Pi - 7_(’(629-P’ t) . (497)
i=1

Hier ist (g, p) der alte Koordinatensatz)if den die kanonischen Gleichungenidtfsind, und @, P) ist
der neue Koordinatensatz, bei dem wir uns nicht sicher sindjeser die kanonischen Gleichungen noch
erfullt. Wir haben in der zweiten Gleichung unser Wissen um dasgformationsverhalten der Lagrange-
Funktion benutzt: Koordinaten und deren Geschwindigkeiterden einfach ersetzt (unterstrichen

Wir verwenden nun folgendes Kriteriuriirfeine erlaubte Koordinatentransformation: Die neuen Ko-
ordinaten Q, P) sind nur dann erlaubt, wenn die Bewegungsgleichunger@Qyan Lagrange-Formalismus
immer noch den Euler-Lagrange-Gleichungen gehorchers iBieber, wie schon in Abschnitt 7.8 gese-
hen, genau dann der Fall, wenn si€hund £’ hochstens um eine totale Zeitableiturig/dt voneinander
unterscheiden (Eichinvarianz), d.h. wenn

dF(q,p.Q, P.1)
dt '

N
£(@.4.D - L(@.Q.0 = > @p - QP) - H(g.p.) + H(Q. P.t) = (498)
i=1

Die FunktionF(...) ist beliebig mit 4y Variablen. Die notwendige Existenz einer solchen Funkiion

dieser Gleichung schnkt die Menge erlaubter Transformationen ein.
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Durch die Koordinatentransformationet(@, P, t) (N« Gleichungen) ung(Q, P,t) (Nx Gleichun-
gen) sind A der Variablen in & /dt jedoch abhngig voneinander, weshallg- (it nur eine Funktion von
insgesamt R unabhangigervariablen sein kann, wie z.B=1(q, Q,t) oderF,(q, P,t). Entscheidend ist
nun, dass sobald gegeben ist, die Relation (498) automatisch eine damit weldrne Koordinatentrans-
formation impliziert. Deswegen nennt m&ndie Erzeugende einer kanonischen Transformatiéthe
kanonischen Transformationen lassen sich mit einer Eezeden darstellen.

Wie erhalten wir au§ die kanonische Transformation? Legen wir uns beispiekssvaif eine Erzeu-
gendeF(q, Q,t) mit den unabhngigen Variablery und QQ fest, dann gilt @ir die rechte Seite von Gl.

(498)

dF1(@.Q.0) _ N (0F1, |, OF1)  0F:
i - 207950 & (499)

Dies muss mit dem unterstrichen@&arm in Gl. (498) identisch sein, und zwar unter der Voraizssey,

i=1

dassg; und Q; unablangig sind (so ge@hlt in F;). Das ist nur dann iglich, wenn die Koffizienten vor

¢ undQ; in Gl. (498) und GI. (499) identisch sind, also nur wenn

oF1 oF1 oF1
= — Pi=——— . H = — 500
b= aq - AT (500)
Betrachten wir als einfaches Beispiel die Erzeugefgde Zi“ikl g Q. Wir erhalten hieraus
Pi=Q ; Pi=-q;, H=H". (501)

Diese Transformation vertauscht im Wesentlichen nur die @mit den Impulserp;. Das Vertauschen
von Orten und Impulsen ist demnach eine kanonische Transtayn. Dies unterstreicht nochmal, dass
Orte und Impulse in der Hamiltonischen Beschreibuilliy gleichberechtigt sind. Desweiteredrknen
wir mit F; = ;Q; auch die Ortey; und die Impulse; verschiedener Koordinaten vertauschen. Auch das
ist kanonisch.

Eine Berechnung der kanonischen Transformationen der fedfallg, P, t) von Erzeugenden venlift
ahnlich zur FamilieF1(g, Q. t), bis auf den Unterschied, dass nQnauf der linken Seite von Gl. (498)

eine Funktion von den als unaligig ausge@ahlten Variableng und P und deren Geschwindigkeiten
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(und der Zeit) ist. Dies macht den KdBzientenvergleich etwas aufwendigeihft aber letztlich zu

_OF,

_OF, OF
P =55

i=— : H' = —. 2
Q P H =H+ 5 (502)
(siehe z.B. [3] iir die Details und Relationen anderer Familien von Erzeugendie FamilieF, ist

bedeutsam, weil sich mit ihr u.A. Punkttranformatior@n= Q;(q, t) erzeugen lassen,

Ng
Faa. PO =) PQ(@D) | Q=0 = QD). (503)
i=1 !

Dies zeigt nochmals, dass Punkttransformationen kanosiad. Beachte, dass man die FanmHi€q, Q, t)
nichtzur Erzeugung einer Punkttransformation benutzen kanihjwee g und Q unabl&ngige Variablen

sind.

Harmonischer Oszillator Als abschlie3endes Beispiel dieses Abschnittes wollen we kanonische

Transformation der Hamilton-Funktion des Harmonischenil@@sors durchiéihren,

2
D
H(p,X) = %n + 2R (504)

Wir verwenden hiefir die Erzeugende &flt vom Himmel)

/D X
Fi(x, Q) = ImtanQ (505)
Hieraus erhalten wir die konjugierten Impulse als Funldioron &, Q),
0F1 D x 0F1 D X
===y [——e ; P=——— = [ ———. 506
P= 0X mtanQ 0Q Amsir? Q (506)

Die erzeugte Koordinatentransformation ist deshafb:& D/m)

X = 1/2—;) sinQ ; p= V2mwPcosQ, (507)
die wir in die alte Hamilton-Funktion einsetzen, um die nelanilton-Funktion zu erhalte@F, /ot = 0),
H'(Q.P) = H(q(P. Q). p(P. Q) = wP. (508)
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Das ist nun interessant! Diese Koordinatentransformat@ndie Hamilton-Funktion stark vereinfacht,
weil die “Ortskoordinate’Q nun nicht mehr enthalten ist. Dadurch wigdzyklisch bzw. der konjugierte

Impuls P wird eine Erhaltungs@tfie, weil
P=[PH']=0 = P(t) = Py = konst (509)

und Q(t) wird linear in der Zeit, well

Q=[QH]=w = QM) =wt+Q. (510)

X(t) = ,/% sin(wt + Qo) . (511)

Dies ist die wohlbekannte Bewegungsgleichungen des Hasoloein Oszillators. Wir lernen daraus,

Deshalb wird wegen Gl. (507)

dass eine geeignete kanonische Transformation die Belmandines Problems stark vereinfachen kann.
Die Hamilton-Jacobi-Theorie bietet einedglichkeit, Erzeugende gezielt zu suchen, um die Hamilton-

Funktion stark zu vereinfachen (skizziert iraainsten Abschnitt).

Anmerkung Eine weitere Anwendung der kanonischen Transformatioretatsich an, wenn eine oder
mehrere Koordinateq; periodisch ist bzw. sind. In der weitlifigen Theorie der Winkel-und-Wirkungs-
variablen kann man diese Koordinaten und deren konjudiaelse in einen neuen Satg,(p) — (Wi, J;)
transformieren, wobei die “Wirkungsvariabled”ErhaltungsgdfRen und die “Winkelvariablenf(t) o t
nur noch linear in der Zeit sind, siehe [3]. Genau dies wurée Ibeim harmonischen Oszillator ange-
wandt, um die Erzeugende in Gl. (505) zu finden! Nach der kisoben Transformation wurd@(t)

linear in der Zeit undP(t) eine Erhaltungs@fie;x ist periodisch mit der “Grundfrequenz’.

10.5 Hamilton-Jacobi-Theorie

In der Hamilton-Jacobi-Theorigihrt man die Ideen der kanonischen Transformationen derdimaien
und die der ErhaltungsgRen konsequent zusammen. Man stediiniich die Frage, welche Erzeugen-

de Fy(q, P,t) fur ein gegebenes System bégt wird, um alle neuen Koordinatel®; und ImpulseP;
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Erhaltungsgil3en werden zu lassen, d.h.
O =[Q.H]=0; Pi=[P,H]=0Vi. (512)

Hierdurch wird die losung der Bewegungsgleichungen trivial, wgi(t) = Q; = konst undP;(t) =: P; =
konst. Aber auch die urspnglichen Koordinater; und p; kdbnnen nun durch @sung des Gleichungssy-

stems
o an(q, Pvt) . o 6F2(q’ P,t) v
' aq; YT P

zu jedem Zeitpunkt ermittelt werden. Hier sin@; undP; Konstanten, und; erhalten wir durch Auisen

i=1... N (513)

der N¢ rechten Gleichungen naaf. Sollten wir F, also erst mal besitzen, dann sig@) und p(t) die
Losungen eines (nicht-linearen) Gleichungssystems. Dsuihg der Dferentialgleichungen der Bewe-
gung ware so in ein rein algebraisches Problem verwandelt worden!

Eine Moglichkeit die Relationen (512) zu erhalten, ist eine EresalgF, einer Kanonische Transfor-
mation zu ermitteln, die die neue Hamilton-Funktfi(Q, P, t) verschwindendl3t, d.h. durch &sung

der

Hamilton-Jacobi-Gleichung.

0Fs(q, P,t
H’ = H(q. VyFalq. P).t) + % -0, (514)
wobei
oF»> OFZ)
=V,F(q,P) =|—,..., ) 515

Dies ist der Startpunkt der Hamilton-Jacobi-Theorie. Attstlie Diterentialgleichungen der Orte und
Impulse in der Zeit zudsen, niissen wir nun einpartielle Differentialgleichungerster Ordnung in den
Nk + 1 Variablen @, t) [dsen (mit derNy Konstanter;).

Diese Hamilton-Jacobi-Gleichung ist eine nicht-lineattip#le Differentialgleichung, weil die Ablei-
tungeni.A. als quadratische Impulge= dF,/aq; in ihr vorkommen. Dies macht diedsung im konkreten
Fall normalerweise schwierig. Das Problem wird aber maghixenn Variablen separiert werdearnen,
d.h. wenn (Separationsansatz)

N
Fa(g, P.t) = Zk:Wi(Qi,P) + Ws1(t, P) ; (516)
i=1
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die W, sind zu bestimmende Funktionen, die nur von eirggrader der Zeitt und den Konstantei®
abhangen.

Man bezeichnet die &sungF,(q, P,t) als Prinzipalfunktionoder Hamiltonsche Wirkungsfunktion
S(g, P,t) = Fy(q, P,t). Die Ahnlichkeit dieser Notation mit der Wirkung im Abschnitt & inatirlich
kein Zufall. Man kann tagchlich zeigen, dass die Wirkui@jq(t)] der stationaren Losung(t) (6S = 0),
die den Anfangspunkj(tp) und den Punkg(t) verbindet,

Slq®)] = f dv £(g(t). 4(t).1) . (517)

eine Losung des Hamilton-Jacobi-Problems istst variabel); siehe [3]. Die Wirkung der statié@nen
LOsung ist demnach eine ganz bestimmte Erzeugende einarikahen Transformation!
Sollte die Hamilton-Funktion nicht explizit zeitaihgig sein, d.hdH /ot = —0.L/ot = 0, dann ist die
Zeit immer separierbar:
S(q. P,t) = W(q, P) — Hot ; (518)

der Wert der Hamilton-Funktioftly, = H(q, p) ist eine Konstante (evtl. die Gesamtenergje Wir be-
zeichnen die zeitunakingige FunktioW(q, P) alscharakteristische Funktiorin dieser Situation redu-

ziert sich die Hamilton-Jacobi-Gleichung auf die par&édifferentialgleichung
H(q, Vo W(g, P)) = Ho (519)

der N Variableng.

Harmonischer Oszillator Zum Abschlufl} sehen wir uns hier den eindimensionalen hastioen Os-

zillator als Beispiel an,

PP D,
—+ =X
2m 2

Die Hamilton-Funktion ist nicht explizit zeitadingig, so dass wir nur die charakteristische Funktion

H = (520)

W(x, P) als Losung der vereinfachten Hamilton-Jacobi-Gleichung findéasen,

oW\ 1 (6W\* D,
7 (x. = = () L 2oy, 521
(X 0x) Zm(ax) +2X 0 (521)
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oder

4+

W 2mH, — DM® — W = + Vi Dfd wlz% 2 . (522)

o0X
Deshalb ist die Prinzipalfunktion

S:W—Wot=iVmedX\/%%—Xz—Wot. (523)

Die einzige Konstante der Bewegung ist Hee Hy = E. Um hiermit die Losungx(t) zu finden, erinnern

wir uns an die zWP konjugierte Konstante

= konst— — f 524
Q GP éWo \/7 /zwo (524)
Losen wir das Integral (bis auf eine Integrationskonst@)ielann erhalten wir
m_. ,( D

Q+t_i\/gsm (2—%x)+C (525)

Aufgeldst nachx = x(t) ergibt das schliel3lich
[2 .
X(t) = + % sin ([t + Q—-C]) (526)

mit der Kreisfrequenz? = D/m; Q — C kann zu einer Konstanten kombiniert werden.

Alles in allemist hier die bsung der Hamilton-Jacobi-Gleichung uargdlicher als die Euler-Lagrange-
Gleichung oder die Kanonischen Gleichungen. Jedoch zelgirs komplexeren aber separierbaren Pro-
blemen der Mechanik die wahre &3e der Hamilton-Jacobi-Theorie, insbesondere in dgusgstheorie
(siehe z.B. [3)]).

10.6 Noether-Theoreni

Wir wollen uns hier nochmal den Symmetrie-Transformation@wenden, die wir im Zusammenhang mit
dem Noether-Theorem in Abschnitt 7.4 diskutiert habentbatten wir uns auf Punkttransformationen
im Konfigurationsraum beschnkt. Die obigen Behandlung der kanonischen Transformatigoriet aber
darauf hin, dass sich die Symmetrie-Transformationen vich verallgemeinern lassen. Hiermithknen

wir unsere Chancen verbessern, Erhaltund®gn eines Problems zu finden.
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Wir interessieren uns in diesem Zusammenhang destialkahonische Transformationéh= Q(q, p,t)
und P = P(q,p,t), die die Form der Hamilton-Funktion invariant lasseiir BieseSymmetrie-Trans-

formationensoll gelten:

H'(Q. P.1) = H(q(Q. P.1). p(Q. P.1).t) + % 2 H(Q,P,t). (527)

Die neue Hamilton-Funktion ist einfach die alte mit ausgsthten Variableg; = Q, und p; = P;; F sei
die Erzeugende der Symmetrie-Transformation; der umiglnsineZwischenschritt gilt immer, die rechte
Seite nur bei einer Symmetrie vdr. Die Bewegungsgleichungen vo@(P) sind bei einer Symmetrie
vonH in ihrer Form identisch mit denen von,(p).

Als Erzeugende einer Symmetrie-Transformation verwemdeeine Funktion der Famili€,(q, P, 1),
mit der man z.B. auch Punkttransformationen ailskien kann (s.0.). Z@szlich wollen wir wieder kon-
tinuierliche, diferenzierbare Transformationen mit dem Parametagtrachten, d.h-, = F,(q, P,t, @);

a = 0 entspricht der Identit Q; = g und P; = p;. Wie im Abschnitt 7.4 wird nur die erste Ordnung
in a von F, fur die folgende Diskussion von Interesse sein, so dass wiEdieugende allgemein als

Taylor-Reihe umr schreiben knnen,
N
Fao(g, P.t.a) = ) GP +aG(g, P,1) + 0(?) . (528)
i=1

Der erste Terny, ' q;iP; entspricht der Erzeugenden der Ideittider zweite Term ist die 1. Ordnung
ausgedickt durch die allgemeine Funkti@®(q, P,t) := dF,/da beia = 0.
Weil die Erzeugende eine Funktion vanst, werden auch die neuen Phasenraum-Koordin@tend

P Funktionen vorw sein. In 1. Ordnung i lauten diese:

_Fr_ ., 96
Q(a) = op, ~ditegs (529)
und
P2 s a®® s @)= o
p = 9 - P,(oz)+oz(9qi — Pi(a) = p afaqi . (530)

Wir betrachten nun eine beliebige Funktid(y, p, t). In dieser Funktion ersetzen wir die Argumen-

te durch die transformierten Koordinatgn= P(«a) := P(q,p.t,a) undqg = Q(a) = Q(q,p.t, ).
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Hierdurch ist die neue Funktion

0t(Q(a), P(a). 1)
Oa

a+0(a?) . (531)
a=0

f(Q(@), P(a).t) = f(g.p.t) +

Die Anderungsf der so konstruierten Funktion verglichen zur utsmglichenf (g, p, t) ist in 1. Ordnung

ina;
91(Q(a). P(a).1) o (01(@Q.P.1) 9Q(@) | 91(Q, P.1) 9P (@) .
da _1( 0Q da 0P oa ) ( )
a=0 i= =0
O (9f(g.p.t) G(g.p.Y)  3f(q.p.1) IG(q. p.1)
- Z( Gq. op, opi aay ) (533)
= [f,G (534)

(Beia = 0 kdnnen wirG(q, P,t) = G(q, p, t) ersetzen.)

Zuruck zur unserer aahglichen Fragestellung in Gl. (52dper Symmetrie-Transformatione®ollte
F, die Erzeugende einer Symmetrie-Transformation sein, daanden wirH’ durch Ersetzen der Argu-
menteq = Q(a) undp = P(a) in H(q, p,t) erhalten, exakt wie bei der eben beschriebenen Funktion

f(q, p,t). Deswegen wird sich die Hamilton-Funktidannin 1. Ordnung inx um
H(Q(a). P(a).t) — H(g.p.t) = a [H.G] + O(a?) (535)

verandern. Gleichzeitig ist wegen Gl. (527) aber aimmerin 1. Ordnung die Relation

oF,
daot

'H(Q(a), P(a), t) - H(g,p,t) =a +0(c?) = a% +0(?) (536)

a=0
erfullt. Vergleichen wir die Gl. (535) und (536), dann finden wiso bei einer Symmetrie-Transformation

den Zusammenhang

0G
5t =[H,G] (537)
oder
0G oG dG
E_[W G]=0 Y +[G,H] = e =0. (538)

Die Erzeugende der Symmetrie-Transformation ist selbgt Erhaltungsgifde! Die Koordinatentransfor-

mation einer Symmetrie wird in der Hamilton-Mechanik als@kt durch die ErhaltungsgRe gegeben.
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Deswegen sind z.B. der Gesamtdrehimpuls oder der Gesantsimptiamilton-Formalismus Erzeugen-
de einer Symmetrie, falls sie erhalten sein sollten.

Der Hamilton-Funktior# ist eine Erhaltungs@fie, fallso.L/dt = 0. Hieraus ergibt sich insbesondere,
dass dann auckf eine Erzeugende einer Symmetrie sein muss. Welche ist dasgtknnen wir sofort,
wenn wir unsiberlegen, wie sich; und p; durch die Koordinatentransformation der Erzeuger@en#

verandern (1. Ordnung ia):
oG =[g.H] =G ; opi=[p. H]=p . (539)

Die Koordinaten werden in der Zeit verschoben. Da die HamiFEunktion mit der Gesamtenergie ver-
knupft ist, muss eine Zeitverschiebungs-Symmetrie mit dearg§ieerhaltung in Verbindung stehen, wie

auch schon in Abschnitt 7.7 diskutiert wurde.

Anmerkung In der Lagrange-Mechanik folgt aus einer Symmetrie yorine Erhaltungs@fie. Das
Umgekehrt ist jedoch nicht notwendigerweiseldtf Wir konnen evtl. auch eine Erhaltungée fin-
den, ohne das damit eine Symmetrie v@nverknipft ist; der Runge-Lenz-Vektor zum Beispiel. In
der Hamilton-Mechanik andererseits sind Symmetrien urchErngsgdRenaquivalent, weil die Erhal-
tungsgbl3e selbst eine Koordinatentransformation definiert. Desemtliche Unterschied zur Lagrange-
Mechanik besteht darin, dass in der Hamilton-Mechanik Ho@tentransformationen viel weiter gefasst

sind.
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11 Potenzialtheorie

Wir wollen in diesem Kapitel das Gravitationsfeld um einersgedehnten &pers berechnen, das auf

einen punktbrmigen Testkrper der Massen beir wirkt.

11.1 Massenkontinuum

Das Gravitionspotenzial einer Punktmassén Schwerefeld einer anderen Punktsmassdatten wir

schon kennen gelernt als
Gmni

r=rl"

U(r) = - (540)

Aufgrund desSuperpositionsprinzipsrwarten wir fir das Gesamtpotenzial eines Testteilchens der Masse

mim Gravitationsfeld eineBl-Teilchensystemag, ;) die Summe

m
lr —7i|

N
U@r)=-Gmy (541)

Im Grenzfall eines Massenkontinuums mit der Massendipbte und der infinitisimalen Massend =
o(r)dV’ im Volumenelementd’ beir’ ergibt sich deshalb

U@r) = -Gm f av L) (542)
\Y

lr =7

11.2 Zylindersymmetrie

Fur beliebige Massenverteilungg(r) eines Korpers kbnnen wir eine Reihenentwicklung nach sogenann-
ten Multipolmomenten vomw(r) durchfihren. Hiermit kann eine &herungsisung fir U(r) gefunden
werden, die je nach der génschten Genauigkeitif Abstnder := |r| deutlich gbR3er als die Ausdeh-
nung des Krpers nur mit wenigen Parametern der Massenverteilungdrpét auskommt. Dieseadthe-
rung besteht im Wesentlichen aus dem Potenzial um einenavipsakt der Gesamtmaske= }; m im
Massezentrum desdfpers plus Korrekturtermen.

Wir mochten uns aber hier auf einen Spezialfall konzentrierensidh bei einerylindersymmetri-

schenMassenverteilung(r) anwendendl3t. Damit ist gemeint: Es gibt eine Symmetrieachse entlasg
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z-Achse

Basisvektorss, um die wir diep(r) drehen knnen, ohne die Massenverteilung zuaretdern,
p(Dsr) = p(r) ¥ Ds; (543)

D; bezeichnet eine beliebige Drehung um die SymmetrieachsebBtrachtete &rper ist ein Rotati-
onslorper. Typische Rotationskper sind z.B. Kegel, Zylinder oder auch Ellipsoide.

Aufgrund der Symmetrie der Massenverteilung irarger legen wir den Koordinatenurspruégin
das MassezentruR, das auf der Symmetrieachse liegen muss, und den Basisegktodie Richtung
der Symmetrieachsez*Achse”). Die Wahl der anderen Basisvektorar(* x-Achse”) unde, (“y-Achse)
ist beliebig, solange die Basig, e,, e3} eine Orthonormalbasis bildet. Wir ititken jeden Ortsvektor

r = Xe; + Ye;, + Zesz erstmal durch die Kugelkoordinatén o, ¢} aus,

X = rsinfcose, (544)
y = rsinésing, (545)
Z = rcosf. (546)
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Hier ist der Winkel¢ die Orientierung des Vektors in der xy-Ebene ¢ = 0: entlang derx-Achse;

¢ = nr/2: entlang dey-Achse) undj ist der Winkel zwischem und derz-Achse ¢ = 0: entlangz-Achse).
Die Massenverteilung(r) = p(r,8) kann bei einer Zylindersymmetrie nun nur eine Funktion won

und @ sein und nicht des Winkels; ¢ entspricht einer Rotation des Vektarsum die Symmetrieachse.

Deshalb vereinfacht sich das Volumenintegral (542) in Rolardinaten zu einer Integratiaiber nur

—Gm f f f dr'de g’ r2 sing 29 (547)
o Jo Jo 7 — 7|

—27erf fdr’de’r’zsine’p(r’,e’)qr—r’|‘1>, (548)
0 0

zwei Variablen,

U(r)

wobei

Z d ’
(Ir =7/ = f 2 (2 ? 12
o (r2+r2-2rr"cossr,r)Y

der Mittelwert des reziproken Abstandes- r’|~ fur alle Winkelg’ sein soll. In der letzten Zeile haben

(549)

wir die Vektorenr und r’ durch deren Polarkoordinaten ausdegkt. Unter /r, v’ verstehen wir den

Winkel, der vonr undr’ aufgespannt wird. Der Ausdruck im Nenner des Integraldéesych aus

1/2
r—v|=(r—r,r—r)2= (lrl2 + ' = 2r, r’)) = (r>+r%2 - 2rr’ coszr, )42 . (550)

11.3 Legendre-Polynome

Man kann zeigen, dass sich der Ausdrgek— r’|™!) als Reihe

R B e (A " ,
(r—rTh = o Z;( (r’r%) Pn(cosH)Py(cosd) (551)

mit denLegendre-Funktionen Px), die wir gleich beschreiben, entwickelf3t, z.B. [1]. Mit der Notation

(r,r). und (,r’)s meinen wir

r,r>r’ r ,r<r’
(r,r')s = { ()<= { . (552)
rl rl

,r<r’

Diese Fallunterscheidung ist in der Gl. (55Dtig, damit die Reihenentwicklungf r # r’ konvergiert,

da nur so die Koizienten vor den Legendre-Funktionen in der Reihe kleinegials werden.
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Die Legendre-Polynome sind dié@kungen der linearen erentialgleichungen
d?Pn(X) dP,(X)
2 n _ n —
1-x9 v 2X Ix +n(n+1)P,(x) =0. (553)
Diese Losungen knnen als
Pa(X) = 5 5[0 = 1] (554)
angegeben werden. Die ersten Legendre-Polynome lauten:
Po(x) = 1, (555)
Pi(x) = x, (556)
1
Pa(X) = §(3x2 -1), (557)
1
Ps(X) = E(5x3—3x), (558)
1
Ps(X) = é(35x4 - 30 +3). (559)

Eine wichtige Eigenschaft dieser Funktionenschaar ists d& eine vollsindige orthogonale Basis
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aller quadratintegrierbaren Funktion&x), d.h.

f 1 dx|f ()% < oo, (560)
-1

auf dem Intervalk € [—1, 1] bilden. Wir kbnnen also jede Funktiof(x) dieses Funktionenraums eindeu-

tig mit Koordinaten beiglich P,(x) darstellen. Orthogonal bedeutet hier, dass
6K
P9, P9 = [ axPLIPA) = 0 (561)
Das Integral definiert ein Skalarproduit(x), g(x)) im Vektorraum der quadratintegrierbaren Funktio-
nen. Wir kbnnen also eine beliebige (quadratisch integrierbarektiam f(x) eindeutig schreiben als

Legendre-Reihenentwicklung

[

f09 = > anPa(x) (562)
i=0
mit den Koordinaten (Projektion auf die Basisfunktionen)
= (10, Pa()) (563)
n+1/2 ’

Der Faktom + 1/2 ist hier, weil die Basisfunktionen nicht normiert sind.

Sind die Funktionerf (x) Funktionen des Winkel@ der Art f(cos#), dann folgt hieraus

(o)

f(cost) = ) a,Pn(cost) (564)
i=0

und das Skalarprodukt (Subsitutionsregel der Integration

n +1/2 f dcosy f(cosp)Pn(cost) = f do sing f(cosy)P,(cosd) . (565)

11.4 Legendre-Entwicklung des Potenzials

Wir setzen nun die Legendre-Reihe in Gl. (551) in das Intdiradlas Gravitationspotenzial der zylinder-

symmetrischen Massendichi, 6) Gl. (548) ein:

AN
u(r,0) = _@Z P, (cost) f dr' 172 f (r?) sing'Py(cost)p(r', @) (566)
n
— 27erZ Pn(cose)f dr’r’f de’ F sing’ P,(cost)p(r’,8') . (567)
n=0 r 0
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Wir erhalten zwei Summen, weil wir unterscheiden musstbrie Integrationsvariable grofier (zweite
Summe) oder kleiner (erste Summe) als der Abstastl
Gleichzeitig Kbnnen wir auch die Massendichte als Legendre-Reihe entlmi¢kiér r = konst ist

o(r, 6) eine Funktion der Arff (cos6); die Koordinaterae, hangen i.A. aber von ab),
p(1.6) = > pa(r)Po(cost) , (568)
n=0

ohne die Koéizientenp,(r) der Reihe an dieser Stelle weiter zu spezifizieren; sie Smdlthrakteristi-

schen GolRen der Massenverteilung desriders:

on(r) =(n+1/2) foﬂ dé siné p(r, 6)P,(cosh) (569)

Wir kbnnen uns das so vorstellen: Halten wie konst fest, dann wird i.Ap(r, 6) auf der entsprechen-
den Kugelschale mit Radiusentlang des Bhenwinkels) variieren. Die Variationen der Dichte auf der
Kugelschale werden durch die Legendre-Polyndtheoso) fur n > 0 beschrieben; der Term= 0 be-

schreibt den Mittelwert vop(r) auf der Kugelschale; die Variationsamplitude ist durah Koordinaten
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on(r) definiert. Sollteo,(r) = 0 sein fir n > 0, dann ist die Dichte auf der Kugelschale konstant, es gibt
keine Variationen mib.

Setzen wir diese Reihe in Gl. (566) ein, erhalten wir nun
uee) _ '\ 12pa(r) n rpn(r>
oG = ZPn(cosH) f dr’ ( ) 1 /2)+ZPn(cose) f dr T2 (570)
Pn(COSH) /N2 ’ Pn(COSH)r f 7pr1l-n ’
Z U2y fo dr'r pn(r)+z 12 dr'r"on(r) (571)

2P '
n(COSG) rn+1£ dl’ r./n+2 n(r)+l’ f dr/ 11— npn(r./)

2n+1
unter Beiicksichtigung der Orthogondlitsrelation (561) der Legendre-Polynome. Ein Beitrag gnk

(572)

n=0

stammt von der Masse de®Kers, die sich innerhalb varbefindet, der andere (rechts unterstrighem
der Masse aul3erhalb. Falls wir weit genug voiirgers entfernt sind, danknen wir den rechten Term
vernachéissigen, weil dogi(r) ~ 0. Wichtiger noch, die Kaizienten des linken Terms fallen mitr ~("1)
ab: Befinden wir uns weit genug vom Massenzentrum dap&rs entfernt, danndkinen wir diese Reihe
nach einigen wenigen Summanden abbrechen. Bei welcher @gdmu genau abbrechenahgt von der
Genauigkeit ab, die wir erreichen wollen.

Sehen wir uns die Legendre-Reihen in Gl. (572) genauer am darken wir, dass wir aus den

Legendre-Ko#izienteno,(r) der Masseverteilung direkt die Legendre-i&ogentenU,(r),
U(r,6) = > Un(r)Pa(cos) , (573)

des Gravitationspotenzials ableitedrken:

47Gm 1 ' P TS) , 47Gm * 7 perl— ’
Un(r) = -5 1r”+1f0 dr'r™2p(r )—2n+1r”[ dr'r = "pn(r’) . (574)

Das ist das wichtigste Resultat dieses Kapitels. Aus den doatenp,(r) der Legendre-Entwicklung
der Massendichte folgen die Koordinatep(r) des PotenzialdJblicherweise betigen wir nur einige

Koordinaten bis zu einer kleinen Ordnungc N. Den unterstricheneferm brauchen wir auerdem nur

dann, wenn wir uns innerhalb de®ipers befinden.
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11.5 Spléarisch-symmetrische Potenziale

Im einfachsten Fall isp(r, ) nur eine Funktion des Abstandesalso nicht mal des Winkel@. Dies
entspricht einer sgrisch-symmetrischen oder einer so-genannten radialgyristhen Verteilung; die
Massendichte ist dann nur eine Funktion der Kugelschalelstand vom Ursprung. Die Massendichte
eines Planeten oder eines Sterrisae man z.B. in erster@herung so beschreiben.

Fur derartige Objektednnen wir alle Legendre-Kdégzientemn > 0 ignorieren, weil keiné-Abhangig-
keiten auftreten. Die Legendre-Reihe besteht dann nur angdsen Ternm = 0, so dass wegdp,(x) = 1

die Relationemq(r) = p(r) und

I 00
u{r) =Uo(r) = —4ﬂ?mf dr’r’zp(r’)—47erf dr’ r'p(r’) (575)
0 r
=: —M—MGmf dr’ r’p(r’) (576)
r

gegeben sind. Wir haben hier mit(< r) = 4n for dx ¥ p(X) die gesamte Masse innerhalb der Schale mit
Radiusr definiert.
Befinden wir uns auf3erhalb de®ioers der Ausdehnurrg, d.h.p(r > ro) = 0, dann ist das Potenzial

von dem einer Punktmasse nicht zu unterscheiden,Mggilr) = M = konst,

UG = - (577)

(der unterstrichen@&erm verschwindet).

Sollte dieser Krper auch noch homogen sein, ¢hh= konst, dann ist das innere Potenziak ro,

ArG Mpo
3r

2nG GMmr?
o2 ¢ = m” L c=-M9e

u(r)=-
(r) 3 r2 lo 2ro

r3 — 22Gnpo(ra - r?) = +C, (578)

wobeiC := —27Gnpor3 eine bedeutungslose Konstante ist gne- GM/rj die Schwerebeschleunigung
an der Oberfiche des Krpers;M = 47rporg/3 ist die Gesamtmasse der homogenen Kugel. Im Inne-
ren der Kugel wirkt eine lineare Kraft in Richtung des Mittafites. Diese lineare Kraft ist deshalb
F. = —=oU(r)/or = —mgr/rq. Lassen wir einen Stein von der Obadher, in einen geraden Schacht

zum Mittelpunkt fallen, dann folgt dieser Stein deshalb Bewegungsgleichung eines harmonischen

161



Patrick Simon 11 POTENZIALTHEORIE

Oszillators,

mi+ 9 — 0, (579)

o

mit der Periodendaudr = 2z /ro/g.

Ware die Erde eine homogene Kugel mit Radigisc 6000 km undg = 9.81 nys?, dann entsgicche
dies einer Oszillation mit der Dauér ~ 82 min. Bei einer rotierenden Kugelinde dieses Experiment
aber nur an den Polen mit einem Schacht entlang der Rotatioss&unktionieren, weilberall sonst die

Corioliskraft und die Zentrifugalkraft die Bahn des Steins @inem geraden Fall ablenkeriisden.

11.6 Potenzial einer Scheibe

Als zweites Beispiel wollen wir eine zylindersymmetrischah&ibe betrachten, die in dey-Ebene liegt.
Das Massendichteprofil in der Scheib@r # = 7/2 oder co® = 0, istp(r) und aulRerhallp(r) = 0. Die
Ausdehnung der Scheibe sei aul3erdem begrenzt g(rck O furr > a; aist der Radius der Scheibe. In

Polarkoordinaten ist die Massendichte der Scheibe also
p(r,6) = p(r)op(coso) . (580)

Was ist das Gravitationspotenzi(r, 6) := U(r, 8)/maul3erhalb der Scheibe ¥ a)? Hierfur berech-

nen wir zuerst die Legendre-Momente der Dichteverteilung,

1 1
np:(lr;2 - f_ ) dcost p(r, 8) Pn(cosb) = p(r) f_ ) dxdp(X)Pn(X) = p(r)Pn(0) . (581)

Wegen der Dirac-Funktion ist dies sehr einfach. Nun erhattgch Gl. (574) wir @ir die Momente des

Potenzials bei den Absnhdenr > a die Kodlizienten

r %G 1 (%, . 27GP,(0 . GPy(O)M
Ou(r) = ”() n+1/2r”+1fo drr™2p(r) = - rn+2( )f drr™2p(r) =: —;r(m)l n . (582)

Die Ausdiicke M, = 47rfoadr r™2p(r) sind hier Konstanten, die von den Details der Verteilung de
Masse in der Scheibe afhgen. Ern = 0 ist M := Mg die Gesamtmasse der Scheibe, wie man einfach
nachrechnen kann. Das gesuchte Potenzial ist also die Reihe

GM wv M, P,(0) GM (1 M, Py(cosd) . Mg 3P4(cosb) . )

d)re——— P.(cosy) = —
(r.0) 2r ™M nl ) 2r M 2r2 M 84

n=0

(583)
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Die Terme fir ungeraden verschwinden, weil dani®,(0) = 0 in diesen Ellen. Ansonsten haben wir
Po(0) = 1, P»(0) = -2 undP4(0) = 3, usw.

Im Gegensatz zu einer radialsymmetrischen Dichtevertgitieht eine rotationssymmetrische Schei-
be aulRerhalb der Scheibe atgoht wie eine Punktmasse aus, es sein denn éd,jst 0 furn > 0. Selbst

in der Scheibenebene finden wir Abweichungem 1/r-Potenzial einer Punktmasse,

Or,H=0)= ———|1- —2— +

GM M, 1 My 9

Dieses Potenzial b&i= 0 hat eine konkrete Anwendung. Betrachten wir etwa im Sorystes die
Bewegung von Planeten in der Ebene der Erdbahn, dann kannicheaus der Perspektive eines Plane-
tens P1 die Masse eines anderen Planeter@aR@rangsweise ausgeschmiert auf einen Ring vorstellen; der
Ring hat den Radius des mittleren Sonnenabstands der Bahn vbDimeB2rzeugt eine kleine @ung der
P1-Bahn mit einem $tpotenzial wie dem obigen. Da died®ting kein reines /x-Potenzial ist, wird dies
eine Periheldrehung der Bahn von P1 hervorrufen; der Runge-Wektorandert dadurch seine Richtung

(Abschnitt 4.8). lar mehr Details siehe [1].
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