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1. Vorbemerkungen

Es bedurfte des Genies James Clerk Maxwell, um in der Mitte des 18. Jahrhunderts die Theorie der Elektriz-
itat und der damals unabhangigen Theorie des Magnetismus in einer Supertheorie, des Elektromagnetismus
bzw. Klassischen Elektrodynamik (CED) zu vereinen. Gleichzeitig wurde auch festgestellt, dass die Optik
eine Teildisziplin dieser Supertheorie ist.

Zu Beginn des 20. Jahrhunderts untersuchte Hendrik Antoon Lorentz die Theorie der Elektrodynamik weiter
auf Mikroskopischer Ebene und ebnete den Weg fir die Spezialtheorie der Relativitat, die 1905 durch Albert
Einstein in ihrer Gesamtheit ausformuliert wurde.

In den 1930er Jahren erweiterte Paul Adrien Maurice Dirac die Elektrodynamik in eine symmetrischere
Form, welche den Magnetismus und Elektrische Ladungen einschloss. Dirac hat mit seiner relativistischen
Quantenmechanik und Quantenfeldtheorie bereits in den 1920er Jahren den Grundstein fur die
Quantenelektrodynamic (QED) gelegt — die relativistische Quantentheorie fir elektromagnetische Felder und
deren Zusammenspiel mit Masse, wofir Richard Phillips Feyman, Julian Seymour Schwinger und Sin-Itiro
Tomonaga 1965 den Nobelpreis fur Physik erhielten. Um die gleiche Zeit war es Physiker wie Sheldon
Glashow, Abdus Salam und Steven Weinberg moglich die Elektrodynamik mit der schwachen Wechsel-
wirkungstheorie zu vereinen. So haben sie eine andere Supertheorie, die elektroschwachen Theorie en-
twickelt — eine Leistung, die ihnen 1979 den Nobelpreis fir Physik einbrachte. Die modere Theorie der
starken Interaktionen, die Quanten Chromodynamik (QCD) ist stark von CED und QED beeinflusst.

‘Relatvitastheori
_ Elktrodynamik

Quantenfeldtheor e

Quafjimm&c-'laﬂi_:_

Der Schwerpunkt der klassischen Elektrodynamik ist priméar die Beschreibung elektrischer und magnetischer
Felder, E und B, welche Uber die Maxwell Gleichungen mit lokalisierten elektrischen Ladungen und Strémen
verkniipft sind. Dabei werden Annahmen wie das Vorhandensein von Punktladungen und kontinuierlichen
Strémen gemacht, welche nur Nahrungen sind und nur mit Hilfe der Quantenmechanik korrekt beschrieben
werden kénnen. Jedoch liefern die Maxwell Gleichungen auf makroskopischen Skalen Ergebnisse in perfek-
ter Ubereinstimmung mit Experimenten und die Elektrodynamik wurde mehr GréRenskalen getestet als jede
andere physikalische Theorie.

Die Feldgleichungen der Elektrodynamik sind bereits kovariant, da sich elektromagnetische Strahlung stets
mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Daher gibt es keinen nichtrelativistischen Grenzfall wie in der klassis-
chen Mechanik. Die Kovarianz unter Lorentz-Transformation erlaubt es die Elektrodynamik als ,klassische
Feldtheorie®, ausgedriickt Uber die Lagrange-Dichte und die Hamilton-Funktion, zu beschreiben. Fir die
Elektromagnetische Feldtheorie entwickelte, allgemeine Prinzipien wie die CPT-Invarianz und Eichbedingun-
gen koénnen daher spater auch auf jede andere (fortgeschrittene) Feldtheorie angewendet werden.
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1.1 Einheiten

Eine Plage der Elektrodynamik sind die verschiedenen Einheitensysteme, die die Verstandigung zwischen
Physikern erschwert. Dies ist weit schlimmer als in der klassischen Mechanik, wo das zweite Newtonsche
Gesetz immer

F=ma

ist, egal in welchen Einheiten die Kraft F , die Masse m oder die Beschleunigung a gemessen werden.
Dies ist aber nicht der Fall in der Elektrodynamik, wo je nach Einheitensystem die Gleichungen anders

lauten. Betrachten wir das Coulomb-Gesetz, das die Kraft zwischen zwei Ladungen g, und g, im Abstand r
angibt:

(SI). or ﬁq;,_?ga (HL).

2 (Gaussian), or
= 43’!’6() -

q192 .
2

Das CGS-System hat theoretische Vorteile. Das SI-System verwendet gebrauchliche Einheiten aus dem tag-
lichen Leben wie Volt, Ampere und Watt, und wird auch im folgenden benutzt.
Auch die Lehrbicher verfahren hier nicht einheitlich, also Vorsicht bei der Konsultation anderer Literatur!

1.3 Erklarung des SI-Einheiten

Im folgenden erklaren wir, wie das Sl Einheitensystem (Systéme International) in der Elektrodynamik ver-
wendet wird. Viele Bicher fuhren einen Vergleich zwischen Sl- und CGS-Einheitensystem fur die Maxwell
Gleichungen und andere wichtige Relationen der Elektrodynamik aus.

Im SI Einheitensystem ist sichergestellt, dass mechanische und elektrische Energie in der selben Einheit,
dem Joule (J=N.m) gemessen werden. Die Grundeinheiten des Systems sind m, kg, s, A (Ampere), K
(Kelvin).., woraus sich z.B. die Einheit der Kraft, das Newton zusammensetzen lasst (N = kg.m/s?).

Die Coulomb Kraft die zwischen zwei Ladungen g und g, mit Abstand d wirkt ist:

F. =k 913’2
T

=qFE

Ein ahnlicher Zusammenhang ist das Ampéresche Gesetz, welches die Kraft auf einen Leiter L, angibt,
welcher vom Strom I, durchflossen wird und in Wechelwirkung mit einem zweiten Leiter mit Strom I, im Ab-
stand d steht.

F?u = k?u% = IlLQB

Die Reihenfolge der Indices wird spéter die Definition von kn erleichtern. Da | = dg/dt gilt, implizieren die

oberen Gleichungen, dass E/B die Einheiten einer Geschwindigkeit haben und ke/k. eine Konstante mit der
Einheit Geschwindigkeit? ist. Daraus leiten wir die korrekten Dimensionen der Lorentzkraft ab.

F=q(E+vxB)

Mit Hilfe der Konstanten k. und kn, kdnnen die Maxwell Gleichungen umgeschrieben werden:

ky OE
2 T
E--2__=0
v k, Ot
k,, 0B
2 T
B--2_ =0
v ke Ot2

Die Lésungen dieser Gleichungen sind ebene Wellen, welche sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten (Ex-
perimentell bestétigt). Daher gilt:
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Im SI Einheitensystem ist der Wert der Lichtgeschwindigkeit exakt festgelegt. Das bedeutet, dass die Einheit

Klassische Elektrodynamik

meter Uber die Lichtgeschwindigkeit definiert ist: ¢ = 299 792 458 m/s

Man kann zeigen, dass die Einheit der Energie dem Joule (J=N.m) entspricht, wenn:

k= 1077 N/A?

Letztendlich vermeidet das Sl Einheitensystem den Faktor 4 , wie er in den Maxwell Gleichungen steht, in
dem die magnetische Feldkonstante , und die elektrische Feldkonstante o eingefuihrt werden.

po = 4wk, = 471077 N/A2
€0 = 1/poc?® = 1/4rwk,

Beide Feldkonstanten haben keine besondere physikalische Interpretation.

Lorentz force law F=gE+vxB)

SI Gaussian ]
e o e PO e S PSP P —
Maxwell's equations l'
rv-E=‘l“;J V:E=dnp :l

) : V x E = -9B/at VxE=-10B/dt
In general: V.Be=0 V.B=0 |
V x B = pgJ + ppegdE/ ot VxB= ?3 + }.aEfﬂf |
I
V:D=py V-D=dnpy |
I matter. V x E = —dB/dt V xE=-1dB/at |
AR ] v.B=0 V.-B=0 |
| VxH=];+3D/ot VxH=%%);+ laD/ar |
—
D and H |
s i D=¢E+P D =E + 4P I
Defluion: l H=lB-M H=B—47M |
I
Li di P=¢yy.E, D=cE P=yE, D =¢E |
inear media: M=y,H H= ﬁB M=y.H H= ,]TB |
—_—

Energy and power

Energy: U= %f(enfz + lBE}a‘I

Ho

Poynting vector: 5= ﬁ{E x B)

2

|| Larmor formula: P = E-R—IE—D%F%'—

|

2 gla? |
Py |

Tabelle aus D. J. Griffiths, “Introduction to Electrodynamics”
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2. Die Maxwell’schen Gleichungen

V.E="
€0
V:B=0
VxE—l—a—B:O
ot
1 oE
B- —— —
V x 25, — Mol

Zu Maxwells Zeit was er noch nicht dblich, mit abstrakten Feldern zu argumentieren. Maxwell diskutierte
seine Ideen anhand eines Modells, in dem das Vakuum einem elastischen Festkdrper ahnlich war. Er ver-
suchte, auch den Sinn seiner neuen Gleichung mit Hilfe des mechanishen Modells zu erklaren. Heute ver-
stehen wir besser, daf das, was zahlt, die Gleichungen selbst sind und nicht das Modell, mit dem sie gefun-
den wurden. Wir kénnen nur danach fragen, ob die Gleichungen richtig oder flsch sind. Die Antwort geben
die Experimente, und zahllose Experimente haben dir Maxwell’schen Gelichungen bestatigt. Er trug alle Ge-
setze der Elektrizitdt und Magnetismus zusammen und machte daraus eine vollstandige und herrliche The-
orie.

Als nachstes haben wir das Kraftgesetz aufgeschriben, da alle elektrischen un magnetischen Felder und uns
nichts sagen, ehe wir nichts wissen, wie sie auf die Ladungen wirken. Kennen wir jedoch E und B, so
kénnen wir die Kraft finden, die auf einen Kdrper wirkt, der die Ladung g hat und sich mit der
Geschwindigkeit v bewegt.

2.1 Maxwells-Gleichungen in integralform

Die integrale Form der Grundgesetze erhdlt ein-, zwei- oder deridimensionale Objekte, z.B. lineare Leiter,
Leiterschleifen, raumliche Ladungsverteilungen oder Ahnliches, und hangt daher immer von konkreten ex-
perimentellen Anordungen ab.

Um den Zusammenhangen zwischen schenbar ganz unterschiedlichen Phdénomenen auf den Grund zu se-
hen, muss man aus den Integraler form der empirisch getesteten Gesetze auf lokale Gleichungen tberge-
hen. Lokal heilt sie, weil sie durch die Ladungsdichte, die Stromdichte und die Ableitungen der Felder zu
einer Zeit t und an einem Punkt x ausgedrickt sind. Die integrierte Form der Maxwellgleichungen hingegen
ist auf Raumgebiete, Flachen und Kurven bezogen.

S ist eine Flache mit Orientierung, S ihre Randkurve mit dem tangentialen Linienelement d (oder dx); dA
ist ein Flachenelement von A, multipliziert mit dem Vektor der &uf3eren Normalenrichtung.

Lokaler form:
V-E=p/¢g
Integralform:

- = 1
dA-E = — @
v anV
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in Worten:

Der (elektrische) Fluf? durch die geschlossene Oberflache V eines Volumens V ist direkt proportional zu der
elektrischen Ladung in seinem Inneren.

The sum of

the flux is
proportional

to the total
charge enclosed.

electric £ 0

perpendicular \,

e Q
E-dA==
‘} £ \ dA g, E

4

~—

Al

Lokaler form:
V:B=0

Integralform:

in Worten:

Der magnetische Fluss durch die geschlossene Obeilflache eines Volumens ist gleich der magnetischen
Ladung in seinem Inneren, namlich Null, da es keine magnetischen Monopole gibt.

Lokaler form:

VxE:—iB
dt

Integralform:
as dt /s
in Worten:

Die elektrische Zirkulation tiber der Randkurve S einer Flache S ist gleich der negativen zeitlichen Ander
ung des magnetischen Flusses durch die Flache.



Kaustuv Basu Klassische Elektrodynamik

Lokaler form:

Integralform:

= d —+ =
df'B:“ﬂfdurchS_f"ED#U_[dA'E-
a8 dt Jg

in Worten:

Die magnetische Zirkulation tiber der Randkurve S einer Flache S ist gleich der Summe aus dem
(elektrischen) Strom und der zeitlichen Anderung des elektrischen Flusses durch die Flache.

2.2 Maxwells Gleichungen in Komponentform

v.g=P _ L% _p
2 dx; &
dB.
ox;
JB oF i
YilEk= e — ek
at ik gx; at !
1 dE dB 1 7E.
VxB=puj+—=— — g—= = uoj, + ——
Kol c? at ik gy, POl 27

J

Mathematische Exkurs: Helmholtz-Theorem
(Fundamentalsatz der Vektoranalysis)

Das Fundamentalsatz der Vektoranalysis oder Helmholtz-Theorem aussagen,
dass jedes differenzierbare und im Unendlichen schnell genug abfallende
(schneller als 1/r) Vektorfeld in drei Dimensionen als Summe eines
divergenzfreien (solenoidalen, quellenfreien) Vektorfeldes und eines
rotationsfreien (wirbelfreien) Vektorfeldes ausgedriickt werden kann.

Ein wirbelfreies Feld als Gradient eines skalaren Feldes ¢ (r) dargestellt werden
kann, wahrend folgt, dass jedes quellenfreie Feld als Rotation eines anderen
Vektorfeldes ¢ (r) geschrieben werden kann. Damit gilt fiir ein beliebiges
Vektorfeld A(r) die Aufteilung

E=€’¢+5’x1ﬁ
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2.3 Kontinuitatsgleichung

Die Ladungserhaltung erfordert, dass die Ladungsdichte an jedem Raumpunkt mit der Stromdichte in Um-
begung dieses Punktes durch dir Kontinuitatgleiching verknuft ist:

d
— V.j=0.
P TV

Diese Gleichung druickt den physikalischen Sachverhalt aus, dass eine zeitliche Abnahme der Ladung inner-
halb eines kleinen Volumens einem durch die Obeiflache dieses Volumens austretenden Ladungsstrom
entsprechen muss, da der Gesamtbetrag der Ladung erhalten bleibt.

Die Kontinuitatsgleichung gehort nicht direkt zu den Maxwell Gleichungen, sondern ist vielmehr eine Bedin-
gung fur diese.

d

Lésung: Wir berechnen dt™= auf zwei Arten:

Shritte 1. Zeitableitung der Gauss’sche Gesetz:

d
(V-E)= — —
ar( ) T

Schritte 2. Divergenz der Ampere-Maxwells Gesetz:

. )
V- (VxB)=pV-j+ 5V —E

Use V - (Vx) =0 and pyg,c? = 1:

d 1
— V- —E=——V-j
dt &y

Zum Vergleich gibt es die Kontinuitatgleichung:
d
—p+V-.j=0.
arP J

Die (relativistische) kovariante Form der Kontinuitatsgleichung, sowie der Maxwell Gleichungen, wird in
einem spéateren Kapitel besprochen.

2.4 Diracs symmetrische Maxwell Gleichungen

Trotz ihrer mathematischen Schonheit sind die Maxwell Gleichungen asymmetrisch! Um ihre Symmetrie zu
erreichen postulierte Dirac die Existenz magnetischer Monopole, welche durch die magnetische Ladungsdi-
chte pm und die magnetische Flussdichte j, reprasentiert werden. Mit diesen hypothetischen Gro3en lassen
sich die Maxwell Gleichungen symmetrisieren.

v.E="~
€0
VB = pop"
0B
VXE + — = —poj™
ot Kol
1 dE
VxB— —— =pj°
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Der Kontinuitatsgesez der magnetischen Ladung ist

dp™
Eig.im—p
o + ]

Troz des bisherigen Ausbleibens eines solchen Hinweises wollen wir uns dem genialen Vorschlag Diracs
zuwenden. Er untersuchte der guantenmechanische Problem eines Elektrons bei Anwesenheit eines mag-
netischen Monopoles un zeigte, dal’ aus Konsistenzgriinden die Quantisierungsbedingung

4mh Zoe

g (n=0,*1, +2,..))

erfullt sein muB, wenn e die Ladung des elektrons, a = e*/4meohc die Feinstrukturkonstante (a = 1/137) und
g die magnetische Ladung des Monopols bedeuten.

2.4 Maxwell-Gleichungen in Materie

Zu Maxwells Zeiten gab es noch kein Verstehen der atomaren Struktur von Materie, so dass die Griinder der
Elektrodynamik ihr Fach anders angingen als wir es heutzutage tun. Ohne die physikalische Natur der
Ladung und des Stroms zu kennen, richtete sich ihre Aufmerksamkeit auf die Reaktion des Materials unter
Einfluss von externen Ladungen und Strom.

aD
V:D=p VXH=J+?
‘

V-B=0 VXE+(}6—?=O

Die ein bisschen verwirrende Bezeichnung von D und E (nach Maxwell, Beschreibung von Feldern in Mater-
ie) und H und B (nach Thomson, Beschreibung von magnetischen Feldern in Materie) ist in der Literatur
festgefahren. Trotzdem helfen in einigen Situtation, die vier Feldformalismen Berechnung zu vereinfachen.

Wir nehmen an, dass die Felder klein und die Reakion der Materie linear ist.

D = zE
H~ u 'B

Hier D ist die dielektrische Fluf3dichte (oder dielektrische Verschiebungsfeld) und H ist das makroskopische
Magnetfeld.

ELECTRON DNSTRIBUTION
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2.4.1 Polarisation und dielektrische Verschiebungsfeld
Traditionell verwendet man ein Vektrofeld P(r,t), genannt als Polarisation, und wir verbinden damit die ge-

bundene Ladungen in die dielektrische Materie. Wenn wir eine externe Feldstéarke haben und das
Gauss'sche Gesetz anwenden haben (hier “true”  “frei”)

P, x) P, %) + PPN, x) _ pR(Ex) — VP (2, %)
£p B £p - £p

V-E =

Fur das dielektrische Verschiebungsfeld wir definiere
D(t,x) = gE(,x) + P2, x)

Aus den oben genannten zwei Gleichungen ergibt einem von die Zwei makroskopische Maxwell Gleichun-
gen

V:[eoE(t,x) + P(t,x)] = V-D(£,x) = p™(,x)
Noch eine Annéhrung an das Polaristationsfeld ist linear mit der Feldstarke E
P(t.x) = egp.(t.x)E(t,x)

- bedeutet die Suszeptibilitat der dielektrischen Materie, das kann im Prinzip richtungsabhangig sein (“Dop-
pelbrechung”).

e -
W
- =0 1. S

2.4.2 Makroskopische Magnetfeld und magnetisierte Medien
In einem magnetischem Medium kdnnen drei Arten von Strémen auftreten:

1) Analog zum elektrischen Strom kann ein freier Strom je auftreten, welcher freie (oder wahre) Ladung
transportiert.

2) Das Polarisationsfeld P kan sich mit der Zeit &ndern, wodurch ein Strom induziert wird, welcher propor-
tional zu P/ t ist.

3) In einigen Atomen tritt ein natirlicher, mikroskopischer Strom auf, der sogenannte Magnetisierungsstrom
jM. Dies ist Analog zu gebundenen Ladungen in dielektrischen Medien.

Analog zum elektrischen Dipolmoment in einem Volumen kann die Magnetisierung, oder auch das Magnet-
ische Dipolmoment pro Volumen, M definiert werden. Es kann gezeigt werden, dass M mit dem mikroskopis-
chem Strom jM zusammenhéangt:
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M=VxM

In einem stationaren magnetischem Material ergibt sich also ein Gesamtstrom, welcher (ungeféahr) der
Summe der drei einzelnen Strdme entspricht.

jtotﬂ=jm1c+%+vxm

Wir definieren das makroskopische Magnetfeld H als:

H=£—M
Hao

Mit Hilfe des Ampére-Maxwell Gesetzes (die vierte Maxwell Gleichung) kénnen wir schreiben:

aD

_ strue
VxH=j"+ £y

wobei letztere Gleichung die zweite der beiden inhomogenen Maxwell Gleichungen in Materie ist.

Maxwell’sche Gleichungen in Materie:

v.D=ptﬂJe
oB
VxE=——
X at
v-B:
dD
— true [—
VxH=j +B!

Heute betrachten wir diese Dinge unter einem anderen Gesichtpunkt: unsere Gleichingen im Vakuum sind
einfacher und wenn wir in jedem Fall alle Ladungen anfiihren wollen, das auch immer ihr Ursprung sei, so
sind die Gleichungen immer richtig. Wenn wir einige der Ladungen abtrennen, der Bequemlichkeit halber
oder weil die Vorgange nicht im einzelnen diskutieren wollen, so kénnen wir unsere Gleichungen Belieben in
jeder anderen bequemen Form schreiben.

Ein weiterer Punkt muf3 hervorgehoven werden. Wine Gleichung wie D = E ist ein Versuch, eine Ei-
genschaft der Materie zu beschreiben. Aber die Materie ist &uBerst kompliziert und eine solche Gleichung ist
tatsachlich nicht richtig. Wenn beispielweise E zu grof3 wird, ist D nicht mehr proportional zu E. In-
folgedessen ist eine Gleichung dieser Art eine Art von Néherung, wie das Hooke'sche Gesetz. Dagegen sind
unsere fundamentalen Maxwell Gleichungen in Vakuum , eine Darstellung unseres tiefsten und um-
fassenden Verstandnisses der Elektrodynamik.
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(Some) Vector calculus identities:

V«(Vxa)=0
VxVa=0
Vx(Vxa)=VV.a—V.:Va=V(V.a)— V?a

V:axb)=b«(Vxa)—a-«(Vxh)
(Va)+(Vxa) = —-V-(axVa)
(Vxa)+«(Vxb)=b:[Vx(Vxa)]—V:[(Vxa)xb]
V-.(ab) = (V-.a)b+a-Vb
Vx(ea)=aVxa—axVu
Vx(@VB)=(Vau)x VB
Vx(axb)=aV-b—bV-a+b-Va—a-Vb

3. Empirische Grundlage der Elektrodynamik

3.1 Elektrostatik

Die Grundlage der Elektrostatik ist das Coulombsche Gesetz, welches die Kraft zwischen zwei
Punktladungen q und q” beschreibt:

ch{x} — qu x —x' _ qu v 1 — qq.r v 1
drep |x — x'|° dreg |x — x| dweg |x — x|

Das Elektrostatische Feld ist definiert als der Genzfall, in dem die Testladung q gegen Null strebt:

Fe(x)

E*%(x) & lim
g0 g

.- g x-x q' 1 q' 1
Ehld.'l. —_ — v — g v-f
(x) dreg [x — x| dmeg (]x - x"l) dreg (Ix - x’])

In differenzieller Darstellung nutzen wir die elektrische Ladungsdichte :

12
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l ——
dE*(x) = —— d%’ p(x)
dmen |x — x'|

Integration Uber ein Volumen ergibt:
1 x—x'
E*'(x =de"“” X) = fd3x’ x’
(x) (x) e o( )Ix—x’F

1 1 1 plx"
I d3 i’ r v — v d:'l r
4weg _I;u x p(x) (lx — x’]) dmeg ]; * |[x — x’|

Entsprechend dem Helmholtz-Theorem (s. Kasten auf Seite 1), ist jedes Vektorfeld vollstandig erfasst sobald
seine Divergenz und Rotation bekannt ist. Somit ergibt sich:

a3 PE) _ p()

V.Es(x) = — —
R ]K - le Eﬂ

stat _ 3./ p(x-'} —
Vx E™*(x) = ameq wdx X — x| =10

Dies sind die zwei Grundgleichungen der Elektrostatik.

3.2 Magnetostatik

Magnetostatik ist ein subtileres Thema als die Elektrostatik, da ihre Quelle bewegte Ladung ist und nur
bewegte Ladung von Magnetfeldern beeinflusst werden (s. Kreuzprodukt bei Lorentzkraft).

Experimente von Ampere und anderen zeigten, dass Leiterschleifen, welche von einem konstantem Strom
durchflossen werden, eine Kraft aufeinander auswirken. Fur die Kraft zwischen zwei Leiterschleifen C und C
“, welche von den Strémen | und I"durchflossen werden und sich im Abstand |x — x | befinden gilt:

F[nﬁ(K}= U‘,‘, édl %dlr |K—K|
y x—x'

- ”‘3”356.:11 ?gdrxv(m_xl)

was in eine symmetrische Form umgeformt werden kann:

ol I’ —
Fms(x} - Ho é dl - é dl.rl X K]
r X —x’

Analog zur Elektrostatik kann das magnetostatische Feld definiert werden als:

ch‘mL(x} 'Jéf}i_n}) dFI(K} ::-‘I-'U di.r( .r] |x_x]3
— x—x'
;‘LU . a ¥ _x!
= —dx'j(x") x
4y XA ——

Fir die Kraft gilt daher:

F(x) = [ é dl x B (x) = 9‘3; di x B**(x)

Die Integralform des magnetostatischen Feldes ist bekannt als das Biot-Savart Gesetz:
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B.‘il}ﬂ{x) —_ de‘i'lEll(xj

Ix —x’?

MR o d%c’j(x’}x?( : )
L,l'.r

4 |x — x|

4 Ve |[x — x|

Wie zuvor bilden wir die Divergenz und die Rotation des magnetostatischen Feldes um dieses vollstandig zu
beschreiben:

v-s*“‘m:f—;v-vx e A& g

v lx —x'|

P
V xB(x) = Loy x v x [ gt 3%
4 ¥ |x —x'|

=i = 22 [ @ v e jenv ()

Ix —x']

Der j Termist gleich Null im “statischem” Fall, da keine Quelle oder Senke des Stroms vorliegt. Damit
ergibt sich aus den oberen zwei Gleichungen:

V-B(x) = 0
V x B™(x) = poj(x)

Beispiel: Magnetfeld im inneren und &uf3eren einer Spule

Hier ist ein interessantes Beispiel welches zeigt, dass aulR3erhalb einer, von einem transversalem Strom
durchflossenen, unendlich langen Spule kein Magnetfeld herrscht.

0.0.0.0.0.0.0

Wir folgen dem Argument von Griffiths (Introduction to Electrodynamics), Example 5.9.:

Amperian loops
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Aufgund der Symmetrie des Problems kann gezeigt werden, dass das Feld B und die Spule koaxial sind.
Wir nutzen das Ampéresche Gesetz (zweite Gleichung der Magnetostatik) fiir die Komponente entlang der

Achse. Wir zeichnen zwei Ampéresche Leiterschleifen, eine aul3en und die andere wie in der obigen
Abbildung. Fur die aul3ere Schleife gilt:

?Qn -dl = [B(a) — BIWIL = pglenc = 0,

Bla)y = B(b).

Die Feldstarke hangt nicht vom Abstand zur Spule ab! Gleichzeitig muss die Feldstarke im unendlichen Null
sein (sonst ware die Energiedichte unendlich). Daher ist sie Uberall Null! Das ist ein sehr Uberraschendes
Ergebnis der klassischen Elektrodynamik : Es gibt keine Méglichkeit um von aulRen festzustellen, ob eine
sehr lange Spule von einem Strom durchflossen wird oder nicht!

Bitte versucht selbst die Feldstarke im inneren der Spule zu bestimmen. Fir alle, die an einer formalen
Lésung interessiert sind, finden Sie die Lésung zu Problem 5.44 aus dem Giriffiths.

3.3 Weg zur Elektrodynamik

Einzeln betrachtet sind die Elektrostatik und die Magnetostatik komplett unabhéngig von einander. Es gibt
keine Verbindung zwischen Es@ und Bs, Nur beim betrachten von zeitabhangigen Problemen werden beide
vereint und es zeigen sich die Vorteile der Formulierung als Feldtheorie.

3.3.1 Induktionsgesetz (oder Faraday-Gesetz)

Faraday entdeckte, dass eine Anderung des magnetischen Flusses durch eine Leiterschleife ein
magnetisches Feld induziert, was als Elektromotorische Kraft bekannt ist:

E(t) = gﬁdl-E(:. X) = — 4 @ (1)
[
= —%fsdzxﬁ-ﬂ{:,x} = —fsdzxﬁ-%]}(r,x}

Hier ist ®., der magnetische Fluss durch die Oberflache S, welche von der Schleife C eingeschlossen wird.
Durch Anwendung des Satz von Stokes erhalten wir die dritte Maxwell Gleichung:

VxE(rx) = —%B(I,x)

3.3.2 Verschiebungsstrom (oder: wie Maxwell das Ampere-Gesetz reparierte)

Beim herleiten der magnetostatischen Gleichungen fanden wir:

d

VxBU(x) = v xv xf P A&
4 Ve |x — x|

~ o~ 42 [ e iveienv (L)

x —x'|

wobei wir annahmen, dass der zweite Term gleich Null im statischen Fall ist. Im Allgemeinen ist das jedoch
nicht richtig. Wir kénnen die Kontinuitatsgleichung (Vorlesung 1, Seite 10) nutzen um zu schreiben:

v KB(I,X} . ‘u’uj(r‘ K) + @f df'lxr api:f,x-)vr( 1 )
4 Sy ar lx — x|

Die Definition des elektrischen Feldes im elektrostatischen Fall (Seite 3 unten) lasst sich ebenfalls in einer
zeitabhangigen Form schreiben:
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h d%’p(t,x'}?"( L )

4}1*.905 P |x — x'|

d 1 1
= — |- d*’ p(t,x"V
ot [ dmreg ﬁz x pt.x) (|x—x'|)}
G 1 pl(t.x") d
= |-—V [ && 2| = —E(,
Br[ dreg f; * |x—x’|} dt (¢ x)

Zusammen ergibt sich die vierte und letzte Maxwell Gleichung, die Ampére-Maxwell Gleichung der
Elektrodynamik:

a d
V x B(t,x) = 1o (j (%) + gsnEﬁ,x)) = o (%) + poeo s (. %)

Der 0E/ot Term ist der berihmte Verschiebungsstrom, Maxwells inertialer Beitrag zum Feld der
Elektrodynamik. Maxwell nutzte urspringlich ein komplexes Model bestehend aus leerem Raum gefullt mit
magnetischen “Wirbeln” und elektrischen “ball-bearings” um diesen Term zu erklaren. Spéater wendete er
sich komplett von solchen mechanischen Modellen ab und nutzte lediglich die Energieerhaltung als
Motivation, was wir ebenfalls getan haben. Die Entdeckung der von Maxwell vorhergesagten
elektromagnetischen Wellen durch Heinrich Hertz (im Mikrowellen Bereich) Uberzeugte schlieflich jeden.

Der Verschiebungsstrom verhalt sich wie eine Stromdichte, welche durch den Raum flie3t. Wie wir spater

sehen, werden dadurch elektromagnetische Wellen im Vakuum, sowie der Transport von Energie und Impuls
durch diese, mdglich.

4. Elektromagnetisches Feld und Wellen
4.1 Wellengleichungen fur E und B

Elektromagnetische Wellen sind die Losung der Maxwell Gleichungen im Vakuum und in Abwesenheit von
Quelltermen. Um diese zu erhalten formen wir die Maxwell Gleichungen von Differenzialen erster Ordnung in
Differenziale zweiter Ordnung um, indem wir ¥V anwenden:

Vx(?xE)+Vx%=Vx(VxE)+£(?xB)=U

1 4
?x(?xB)—EE(VxE)=uanj

Die E und B Terme sind gekoppelt und kénnen durch erneutes Anwenden der Maxwell Gleichungen getrennt
werden:

1 32E aj
§F+?X(Vx]§)=—#n§
1 8°B

c—zm—er?x{va]:ﬁa?xj

Mit Hilfe der Vektoridentitat fir v x (V x a), erhalten wir die inhomogenen Wellengleichungen den den
Quelltermen:

1 #E _, , Vo o 3j
¢ 912 —‘FE—EIE——EG T RO,
1 d?B

ﬁm_vm:j?n:,uwxj

002 ist der D'Alembert Operator (nur eine Kurzschreibweise).
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Im Vakuum, mit = 0 undj = 0, gelten die bekannten, homogenen Wellengleichungen:

1 3%E
2= ——— _VE =
PE= 523 E=0
1 3B
g = — V2B =
O’B= 535 B=0

Diese Gleichungen sagen, dass sich Felder, welche von einer Quelle erzeugt werden, als Vektor-Wellen im
Vakuum ausbreiten kénnen. Sobald eine solche Welle auf ein Medium trifft kann sie Ladungen bewegen
oder Stréme erzeugen, was bei Antennen oder anderen elektromagnetischen Sensoren genutzt wird.

Ein Beispiel fur eine elektromagnetische Welle welche sich im Vakuum ausbreitet ist die kosmische Mik-
rowellenhintergrundstrahlung, welche manchmal als das “alteste Licht” bezeichnet wird.

Diese Strahlung wurde vor ca. 14 Milliarden Jahren erzeugt, als das Universum nur 400.000 Jahre alt war.
Sie ist ein Hinweis darauf, dass das Universum zu dieser Zeit eine extrem heiRe Mischung aus Photonen
und ionisierter Materie war. Seitdem breitet sich die Hintergrundstrahlung im leeren Raum aus und hat sich
bis heute kaum verandert. Aufgrund der Expansion des Universums sehen wir diese Strahlung heute im
Mikrowellen Bereich (GHz Frequenzen), also im selben Bereich des elektromagnetischen Spektrums in dem
Heinrich Hertz seine ersten Experimente durchfihrte.

4.2 Energiegleichung fur elektromagnetische Felder

Nun zeigen wir, dass elektromagnetische Wellen Energie und Impuls Ubertragen, genau wie mechanische
Wellen. Dies fuhrt zur Energieerhaltungsgleichung fiir elektromagnetische Felder. Dazu betrachten wir o
(E x B) mit Hilfe der Maxwell Geichungen:

V(ExB)=B:«(VxE)—-E«(VxB)

dB . dE
=-B- a — tpE - j—ggpE- a
_ 8 Si] 2 5
= —po( 5, S (E-E +c?B-B) + | -E)

Analog zu elektrostatischen und magnetostatischen Feldern definieren wir die Energiedichte des
elektromagnetischen Feldes:

uid(, x) = %D(E.E +¢?B+B) (Jm™?)

und den Fluss von elektromagnetischer Energie, auch Poynting Vektor genannt, welchen man sich als die
Stromdichte der elektromagnetischen Energie vorstellen kann.

1
S(t.x) = = ExB =¢g,c’ExB (Wm?)
0
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Zusammen ergeben diese die Kontinuitatsgleichung der elektromagnetischen Energie, oder auch
Energiebilanzgleichung. Man beachte den Quellterm j « E in der Energiebilanz.

auﬁe]d
ar

+V-S=—j-E

Der Term j « E steht fiir die Energie welche geladene Teilchen durch das Feld erhalten (oder verlieren), d.h.
die mechanische Arbeit.

§ = —j'E — _p‘rm:c]J.E

Man beachte, dass nur das elektrische Feld diese Arbeit verrichtet. Magnetfelder kdnnen nicht die Energie
eines Teilchens erhéhen oder erniedrigen! Das kann man leicht aus der Definition der Arbeit, welche ein
geladenes Teilchen q in den Feldern B und E verrichtet, ableiten:

dW__ /dt=Fev=q[E+(vxB)*s v=qEev

mech

Die Energiebilanzgleichung in Integralform ergibt sich zu:

dars mech dars
_|_

field )
ar ar —|—éldxn-8=ﬂ

5. Elektrodynamische Potentiale

5.1 Elektrostatisches Skalarpotential

Im elektrostatischen Fall ist die Rotation des elektrischen Feldes gleich Null: vx Estat = 0. Daher kdnnen
wir es stets als Gradient eines Skalarfelds ausdrticken:

Estat [:X] — _Wpstat (K)

Durch bilden der Divergenz und Anwendung des Gauf3schen Gesetzes
erhalten wir die Poisson-Gleichung:

vzmﬁlm(x} — _v.Eﬁlu'l(x} — _p;:x}
0

Die allgemeine Ldsung dieser Gleichung ist unten zu sehen (s. Vorlesung 2, Seite 3). Diese gilt nur fur den
statischen Fall!

_ 1 . x'
mbml(x} —_ f d3x. I‘D{ )
dmeg Sy |x — x*

Das Einflihren von Potentialen hat den grof3en Vorteil, dass Rechnungen vereinfacht werden. Statt drei
Integralen fur das Vektorfeld Estat muss nur noch ein Integral fir das Skalar ® ausgewertet werden. Wie ist
es moglich, dass eine einzige Variable so viele Informationen wie drei andere enthalt (wobei E ein Vektorfeld
ist)? Die Antwort héngt damit zusammen, dass Estat ein sehr besonderes Feld ist, da eine Rotation gleich
Null ist. Daher sind die drei Komponenten von Estat nicht unabhangig von einander. Der Potential-
Formalismus macht diese Eigenschaft zu seinem entscheidenden Vorteil.

5.2 Magnetostatisches Vektorpotential

Die Divergenz des Magnetfeldes ist immer Null (keine magnetischen Monopole!), daher kann es immer als
Rotation eines Vektorfeldes geschrieben werden:



Kaustuv Basu Klassische Elektrodynamik 19

B=V=xA

Durch Anwenden des Biot-Savart-Gesetzes (s. Vorlesung 2, Seite 5) kobnnen wir die Losung fiir den
zeitunabhéangigen Fall finden:

. F
Axwt{x] 4 :!‘_; f dBI; |;:(K;l'|
v —

Wir nennen Astat(x) das magnetostatische Vektorpotential.

Man kann leicht sehen, dass das Skalarpotential und das Vektorpotential keine absoluten Werte haben. Nur
die Potentialdifferenz zwischen zwei Punkten ist von physikalischer Bedeutung. Eine Anderung der
Potentiale der Form:

cht.at(x) — ¢sth(x) — cht.at(x) —|—O,'(X)
AT (x) > A (x) = A% (x) + a(x)

verandert nicht die elektrostatischen und magnetostatischen Felder Es® und Bs# solange gilt:

Vax)=10
Vxax)=10

Die beiden oberen Gleichungen sind erfullt, wenn gilt:

a(x) = Const

a(x) = VB(x)

Diese Eigenschaft wird als Eichfreiheit der Potentiale bezeichnet. Eine allgemeinere Form dieser Bedingung
wird uns im elektrodynamischen Fall begegnen, welcher als nachstes behandelt wird.

5.3 Elektrodynamische Potentiale

Wie im Fall der Felder sind das elektrostatische Potential und das magnetostatische Potential unabhangig
voneinander. Nur beim betrachten von zeitlich veranderlichen Problemen werden beide abhangig
voneinander.

Da es keine magnetischen Monopole gibt (soweit wir wissen), hat das Vektorpotential A im
elektrodynamischen Fall dieselbe Form:

B(t,x) = V x A(r,x)

Um das zeitabhangige Skalarpotential ®(t,x) zu erhalten setzen wir die obige Relation in das Faraday-
Gesetz ein:

d i
VxE(,x)= T [V xA(t,x)] = -V x gA(r,x)
Umschreiben der Terme liefert:
3]
V x (E(r,x) + 5A(r,x)) =0

Der Term innerhalb der Klammern kann nun als der Gradient des elektromagnetischen Skalarpotentials
verwendet werden, da seine Rotation verschwindet.

E(t,x) + ;rA(r, x) = -V, x)

Im zeitabh&ngigen Fall hangt das elektrische Feld E(t,x) also sowohl von @, als auch von A ab:
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E(t,x) = —V&(t,x) — %A(t,x)

5.4 Eichfreiheit

Falls wir eine Funktion finden konnten, welche

A—A'=A+VA

OA
6— ¢ =6— 5

erfullt, dann wéren die Felder invariant unter der obigen Transformation:

OA’ 0A

I _ r_ _ _ua
E=Vo-F =Vo-% =B

B =VxA'=VxA=B

Diese Transformation wird Eichtransformation genannt, und die obige Eigenschaft als Eichfreiheit der
Elektrodynamik bezeichnet.

5.5 Multipolentwicklung des elektrostatischen Potentials

Das Ziel der Mulitpolentwicklung ist die Bestimmung des Potentials einer beliebigen, lokalisierten
Ladungsverteilung, welche aus einer ausreichend grol3en Entfernung r betrachtet wird. Wir méchten eine
Taylor-Entwicklungen nutzen um folgenden Ausdruck herzuleiten:

1 . 1 -
(I)(I') - (9 -+ al 3p -+ § Z erh 5?“{ -+ ) .
kI

dmeg \ 7 7 7

Um diesen Ausdruck zu finden entwickeln wir den Nenner der Formel fuir das elektrostatische Potential (s.
Seite 1):

1 = 1 i 1‘11
R TR
1 1 1 1
:——r’r-V——l——I'f-vv—'FF+O(TIS}
T r o 2 T
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Dadurch erhalten wir die folgende Entwicklung:

1 _1 i i 7 i 1 ] i F I i
o) = 1|2 [owrer+ 5 [apteran 1152 [ (3o, - 5,) o)+

dmeg |1

I\-‘Ionopol- Dipol— Quadrupolmoment

A,

_ _1[ ()’ + 2 [ )d3r+1” (Sr’r’—T’EE)p{r’)darf—l—...l

dweg | T

Die unterschiedlichen Terme haben verschiedene physikalische Bedeutungen. Jeder einzelne Term steigert
die Genauigkeit unserer Rechnung, genau wie bei jeder anderen Reihenentwicklung.

Monopol Term

Q:it}s Zf,ﬂ(r’)-de’r"

Der Monopol Term ist lediglich die Nettoladung, deren Anteil am Potential mit 1/r abfallt. Fall es eine
Nettoladung gibt ist dies offensichtlich der dominante Term.

Dipol Term

p= Z qiti — /P(IJ) - dir!
i=1

Der Dipol-Term dominiert, wenn die Gesamtladung gleich Null ist. Das Potential des Dipols fallt mit 1/r2ab.
Oft ist der Dipol der interessanteste Fall, z.B. beim Betrachten der Wechselwirkungen zwischen Molekilen,
wie beispielsweise Wasser, welche keine Nettoladung, aber ein Dipolmoment tragen. Man beachte, dass der
Dipol Term ein Vektor ist!

Quadrupol Term
Qrn = Z i (3rinTi — (Tz')z Oki)

i=1

oder:

Qu = [ o) Brirt = (") 8u) - &

Das Quadrupolmoment ist ein Tensor. Man kann es sich als zwei Dipole vorstellen, welche in
entgegengesetzte Richtungen zeigen. Sein Beitrag fallt mit 1/r*ab.

- +
+ ~ + =
: + e
+. _o—-.+ - —'|>— - -+
Monopole Dipole Quadrupole Octopole

(V~1/r (V~ 1/rd) (V~1/r) (V~1/rh
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5.6 Legendre-Polynome und Kugelflachenfunktionen

Mathematiker des 17ten und 18ten Jahrhunderts haben verschiedene analytische Funktionen hergeleitet,
welche Rechnungen, wie die Multipolentwicklung, bei spharischer Symmetrie vereinfachen. Ein Beispiel fur
solche Funktionen sind die beriihmten Legendre-Polynome, welche die Taylor-Entwicklung vereinfachen:

|r—r| ZF} cosa)rfﬂ

Es folgen einige Beispiele von Legendre-Polynomen:

Pyz) =1

Pi(x) = :i

Py(z) = §(3:1:2 —1)

Pi(x) = %(51:3 — 3x)

Py(z) = 5(3535‘* — 302" + 3)

Jedoch ist es schwierig das Argument des Legendre-Polynoms, cos , zu berechnen. ist der Winkel
zwischen den Vektoren r und r , welcher nicht konstant ist.

Wir mochten Kugelkoordinaten fur r und r verwenden und um das zu erreichen nutzen wir
Kugeflachenfunktionen:

Py(cosa) =

m(8590) Y (6, )

Kugeflachenfunktionen kdnnen zur Beschreibung jeder beliebigen Ladungsverteilung benutzt werden,
solange man diese auf eine Kugel projizieren kann.

Damit nimmt das Potential fir gro3e Entfernungen folgende Form an:

"-Ifm
= Z Z Vo Ym0 35

Die Koeffizienten gm sind bekannt als die spharischen Multipolmomente.

[ A 1) A * -
mo 21 + 1 da?ﬂp{r)?ﬂfiffm{g!fp)

Ym* ist die komplexe Konjugation von Yn

Yi—m (9, 0) = (1) - Y, (9, )

(I) =
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4
G’oo—\.fﬁ/dap )\.f /darp
ﬁ d& 91 —ip L d.?.! (A 6.{ —iy’
Q1= f v p(r ',K&T sin ——ﬁf-r,o{r)r siné e
qw—“"i'ﬁ /d‘3 U‘—cos@’ /da’r,o r' cosf’
4 3 . -
n-1=1\ 3 - /d3 \.f—wsmﬁ" el =72 /a’.arfp(r’}r’ sin# e'¥

Im Fall von azimutaler Symmetrie (m=0) reprasentiert der goo Term das Monopol- und der g, Term das
Dipol-Moment.

Kugelflachenfunktionen

(=0 cos(me) P, (cos )
D)
~— (=10

1=35

- e
- &

£
\X

w

m=0 m=1 m=2 m=3

5.7 Potentiale und Quantenmechanik

Bis zur Einfihrung der Quantenmechanik wurden Skalar- und Vektor-Potentiale

als rein mathematische Werkzeuge betrachtet. Die Felder E und B wurden fiir die ,wahren“ physikalischen
Grol3en gehalten, welche die Bewegung von Teilchen beeinflussen konnten. Aber mit Hilfe der
Quantenmechanik erkannte man , dass Phanomene am einfachsten tiber ® und A beschrieben werden
konnten. Es gibt keinen einfachen Weg quantenmechanische Ausdriicke mit Hilfe von Feldern
aufzuschreiben. Heute wissen wir, dass eine Diskussion uber die ,Existenz* von Feldern bedeutungslos ist.
Was zahlt ist eine korrekte Beschreibung der Natur!

Nichtsdestotrotz haben Aharonov und Bohm 1959 ein sehr einfaches Experiment vorgeschlagen um zu
zeigen, dass ® und A genauso ,real“ sind wie die klassischen Felder E und B (eigentlich wurde das
Gedankenexperiment bereits 1949 von Ehrenberg und Siday vorgeschlagen, was jedoch niemand
bemerkte!). Es gibt zwei Versionen des Experiments: Den elektrischen und den magnetischen Aharonov-
Bohm-Effect. Unten werden wir uns hauptséchlich auf den magnetischen Effekt beziehen.
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Beam
recombined

Solenoid

Die Idee hierbei ist Elektronen von auf3en eine diinne Spule (Eng.: Solenoid) passieren zu lassen und dabei
zu beobachten, ob sich ihr quantenmechanischer Zustand éandert. Aus Vorlesung 2 wissen wir, dass das
Magnetfeld B aul3erhalb einer Spule gleich Null ist. Aber das Vektorpotential A ist ungleich Null!

Aufgabe: Zeige, dass die Amplitude des Vektorpotentials auf3erhalb einer langen Spule im Abstand r von
der Spulenachse geschrieben werden kann als:

A =Bre®/ 2r
wobei r, der Radius der Spule ist. Die GréRe Magnetfeld mal Querschnittsflache

der Spule wird magnetischer Gesamffluss genannt: ®™ = B 1ir%

Der Beweis ist sehr einfach und folgt durch Integration von A entlang einer Schleife um die Spule, wobei der
Wert von A nur vom Abstand r abhangt (s. Abbildung unten).

_ Br§
2r

Das Experiment nutzt den Aufbau des beriihmten Doppelspaltexperiments.

Elektronen welche den Doppelspalt passieren erzeugen ein Interferenzmuster, genau wie klassische Wellen.



Kaustuv Basu Klassische Elektrodynamik 25

X

R EED_\___}E

- =
“.‘- -
RN R 1 Sl '
o
WALL

Das Muster beschreibt die Wahrscheinlichkeit der Elektronen den Detektor zu treffen. Diese
Wahrscheinlichkeit wird durch die Amplitude und die Phase der Wellenfunktion des Elektrons festgelegt:

| AT TSI TL TS

Y=

U

=8
R s rs
\

f
'.
\

(7, t) = 9O (7 1),

Hier ist g(r) die Phasen-Funktion der Elektronen. Alles was wir an dieser Stelle wissen miissen ist, dass das
Skalarpotential  und das Vektorpotential A die Phasen-Funktion verédndern. Die Anderung durch A ist
lediglich das Integral Giber die Weglange:

g(?) = g/jfrm . 4

Wenn A entlang des Weges nicht Null ist induziert es eine Phasenverschiebung der Elektronen. Dabei spielt
es keine Rolle ob ein B-Feld vorhanden ist oder nicht.

Beim Doppelspaltaufbau von oben wird eine diinne Spule zwischen den beiden Spalten platziert. Wie
erwartet wird eine Phasenverschiebung beobachtet (das Interferenzmuster bewegt sich)!

}

N\Nrrrrsrr s srss
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Y -"""‘--.,-
\ - -u'i-_‘_h
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Wenn die Phasenverschiebung entlang des Weges 1 g; und entlang von Weg 2 g ist, dann erzeugt die
Phasendifferenz g = g: — g.die Anderung des Interferenzmusters.

€ A= — A=t 1 E{ Ay =t —- egpﬂﬂ
gl—g2:£[/cl (?")-d?"— 6T2A(T)'d?“]—h£14(?")-d?"— 5

Diese von Null verschiedene Phasenanderung ist der Aharonov-Bohm-Effekt

Es gibt auch einen analogen elektrischen Effekt, bei dem sich die Phase der Elektronenwellenfunktion beim
Bewegen durch das Skalarpotential ® andert.

Die Phasenanderung ist dabei proportional zum Zeitintegral des Skalarpotentials.

e =t
g= 7 f odi
ﬁ; t'=0

Hierbei ist t die gesamte Zeit welche Elektronen im Gebiet des Potentials verbringen. Der Grund warum die
magnetische Phasenénderung ein Wegintegral und die elektrische Phasenanderung ein Zeitintegral ist wird
klar wenn wir das relativistische Viererpotential betrachten:

Aﬂ - (%v A')

6. Diskrete Symmetrien

Diskrete Symmetrien spielen eine fundamentale Rolle in modernen physikalischen Theorien. Die drei
Hauptarten diskreter Symmetrien sind: C (Ladungskonjugation), P (Paritdtsumkehr) und T (Zeitumkehr).
Ihre Bedeutung folgt aus dem beriihmten CPT-Theorem, nach dem alle physikalischen Phanomene
(genauer, alle Lorentz-invarianten lokalen Quantenfeldtheorien) invariant unter kombinierter C, Pund T
Umkehr sein missen. Dieses Theorem wurde unabhéngig von einander von Julian Schwinger, Wolfgang
Pauli und John Stewart Bell bewiesen und ist eine der Grundlagen der modernen Physik.

Wir werden nun untersuchen wie die elektromagnetische Theorie, beschrieben durch die Maxwell-
Gleichungen, der CPT-Symmetrie erfullt

C-Symmetrie (Ladungskonjugation)

Bei der Ladungskonjugation betrachten wir:

99 =—q

Dies beeirflusst nicht die Raum- und Zeit-koordinaten. Also ergibt sich (hier und im folgenden sind die
gestrichenen Variablen die geénderten):

prrp =—p
oAy G | dx
10 1= B =P =4
VeV =V
d d ad
s v B
dt g’ ot

Einsetzten in die Maxwell-Gleichungen liefert:

!
v.E@wx)=" P __P_ _g.Ewx
o Ep Ep
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B oB’'(t',x")
at’

_ 3B(t,x)

v.’ EF I.F1 ¥ —
x E'(t',x") £y

= V x [-E(z,x)]

Aus den zwei obigen Gleichungen kdnnen wir die zwei folgenden Eigenschaften des E und B Feldes fiir C-
Symmetrie ableiten:

E'(t',x") = —E(t,x)
B'(t',x") = —B(t,x)

P-Symmetrie (Paritatsumkehr)

Paritatsumkehr heif3t wir betrachten Reflektion in 3D
X x' = —x

Daraus folgt:

pr>p =p

s — o .‘dx’ — d(_x) — d’x =
==y =ra ~Pa =
V>V =-V

d d d

—_— —_

ot at’ ot

Erneutes nutzen der Maxwell-Gleichungen liefert:

f
VE( x)=-V.E({,—x)=2 = £ = _v.-E(@ x)
£ En
£ ¥ ¥
V' xE'(t,x') = —w — _V x[-E(t,x)] = —¥

Damit finden wir, dass sich die Felder folgendermal3en unter Paritatsumkehr verhalten:
E(t',x") = —-E(t,x)
B'(¢',x") = B(t,x)

Das zeigt, dass E ein normales Vektorfeld ist (Polarvektor), da es sein Vorzeichen unter Raumlicher Umkehr
andert. B ist jedoch eine besondere Art von Vektorfeld, ein sogenannter Pseudovektor oder Axialvektor,
welcher invariant unter Paritdtsumkehr ist.

T-Symmetrie (Zeitumkehr)

Die letzte Symmetrie andert die Laufrichtung der Zeit:
t—>t = —t

Analoges Vorgehen liefert:

pr>p =p

IES L
VeV =V
3 9 3

—_— o — = ——
ot at’ at



Kaustuv Basu Klassische Elektrodynamik 28

!

V.E({,x)=VE(t,x)=" =2 = V.E@t,x)
£0 £0
. 8B(.x)  9B(-t,x) OB/(-1,x)
V xE'(,x) = - —_ -
xE@,x) 3’ (1) ar
— VxE(@,x) = -%

Fir die Zeitumkehr finden wir also:

E'(t',x") =E(t,x)
B'(t',x") = —-B(t,x)

Dies zeigt, dass die Maxwell-Gleichungen und damit die Phdnomene die durch diese beschrieben werden
invariant unter kombinierter C-, P- und T-Transformation sind, also die CPT-Symmetrie erfillen.

8.1 Dualsymmetrie

Es gibt eine weitere Art von diskreter Symmetrie, welche man Dualsymmetrie nennt. Betrachtet man Diracs
symmetrische Darstellung der Maxwell-Gleichungen (Vorlesung 1) so findet man, dass diese invariant unter
den folgenden Dual-Transformationen sind:

E—cB
cB— —E
cp’ = p
pr > —ep
ci® >
jt > —cj

Im Fall der normalen Maxwell-Gleichungen kénnen nur die quellfreien Gleichungen die obige Dual-
Transformation erfiillen. Der obige Fall ist ein besonderer

Fall ( = /2) einer allgemeinen Transformation, welche als Heaviside-Larmor-Rainich-Transformation
bekannt ist und mit einem in der oberen rechten Ecke einer Variablen gekennzeichnet wird.

E=Ecosf 4+ cBsinf
¢'B = —Esinf 4+ cBcosf

Die Dual-Transformation kann genutzt werden werden um einen Satz von Lésungen der Maxwell-
Gleichungen aus einem anderen herzuleiten. Wir werden die Dual-Transformation in der relativistischen
Formulierung der Elektrodynamik nutzen

7. Monochromatische ebene Wellen

Wie wir bereits gesehen haben, kénnen die elektromagnetischen Felder E und B in quellfreien Regionen in
Form einer Wellengleichung vereinigt werden (s. Vorlesung 2). Sobald diese Felder erzeugt wurden erhalten
sie sich eigensténdig im Vakuum und breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit aus.

1 32E
2y =y 2~=
:,L_{ﬁ—ar?- VZE =0
1 °B
0’B = —V?B =0

c? 912
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AuRerdem folgen im Fall der Lorenz-Eichung die elektrodynamischen Potentiale den selben
Wellengleichungen wenn es keine Quellen gibt. Aber bisher haben wir keine formale Lésung fur diese
Wellengleichungen hergeleitet, was wir jetzt nachholen werden. Fir eine detailliertere Darstellung verweise
ich auf Kapitel 9 aus dem Buch von Griffiths.

Die Lésungen der Wellengleichungen kdnnen in folgender Form geschrieben werden:
f=1, Ei(kr—wt}

wobei f ein beliebiges der beiden Felder sein kann. Einsetzen der obigen Gleichung in die Wellengleichung
liefert:

2
(—k2+2’—2)f:0

Demnach ist f eine Losung wenn der Term in den Klammern gleich Null ist, also wenn =kc. Das ist die
Definition der Kreisfrequenz , ausgedrickt Gber den Wellenvektor k

k =kl =2m/A

Der Vorteil der komplexen Darstellung ist, dass es viel leichter ist mit Exponenten zu rechen, als mit
Sinus-/Kosinus-Termen. Zum Beispiel haben wir in der obigen Relation

Jd _. »
§ 1l — —iﬂ)E ot
und
; N 0 gL A - N I ;
Velk'x — Xia_e'k’x’ = iXik;8i;e% % = iRikie® Y = jkek"X
Xi

genutzt. Wenn wir mit Exponenten rechnen kdnnen wir also einfach folgende Relationen nutzen und die
entsprechenden Ausdriicke ersetzen:

d .
a£+—>—1a}
Vi—ik
Vei—ike
Vx —»ikx

Naturlich ist nur der Realteil der komplexen Funktion die physikalische Lésung. z.B.:

E=R |:E|:l Ei(k-r—wt}:|
= Egcos(k - r — wt)
Die Maxwell-Gleichungen sind linear. Wir kénnen also die allgemeine Losung fir jede Art von Welle finden,
indem wir eine lineare Superposition der Exponentialfunktion bilden:
+o00 .
f(r,t) = f f(k,t) ekt gk
— 00

Das ist nichts anderes als eine dreidimensionale Fourier-Transformation. Die inverse Transformation lautet:

f(k,t) = BR Y A f(r,t) e!r—wtdr
BRI C15 Kl SRS
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Da die Wellengleichungen aus den Maxwell-Gleichungen im Vakuum hergeleitet wurden ist jede Losung der
Maxwell-Gleichungen auch eine Losung der Wellengleichungen. Die umgekehrte Aussage ist nicht wahr!
Das liegt daran, dass wir zusatzliche Bedingungen an E und B stellen und zwar das deren Divergenz gleich
Null ist.

Wenn sich die Welle in z-Richtung ausbreitet erhalten wir wegen V-E =0, dass E, =B, = 0ist.

Das bedeutet, dass die Felder orthogonal zur Ausbreitungsrichtung sind (Transversalwelle) und wegen

V % E =-0B/dt erhalten wir, dass die E und B Felder senkrecht zueinander stehen, woraus folgt:

k..
Daraus erhalten wir die Relation B = (k/w) E = (1/c) E fur eine monochromatische ebene Welle.

Energie und Impuls

In Vorlesung Nr. 2 haben wir einen Ausdruck fur die Energiedichte in elektromagnetischen Feldern
hergeleitet:

wield(r x) = Z—ﬂ{E'E—f—CZB'B) (Jm™3)

Fur eine monochromatische Welle mit B = E/c ergibt sich:
u = EQEZ
= epEZ cos?(k -t — wt)

deshalb,

1. -3
() = 5505’1}1

AuRerdem haben wir den Energiefluss Uber den Poynting-Vektor definiert:

1
S(r,x) = = ExB=¢guc’ExB (Wm?)
0

woraus sich ergibt:

S= i{ExB)
Ho

= cepEZ cos?(k - v — wt)k

ZCUE'

Wir sehen also, dass der Energiefluss das Produkt der Energiedichte und der Geschwindigkeit der Welle ist,
wie man es auch intuitiv erwarten wirde.

7.1 Polarisation

Polarisation ist ein wichtiges Konzept elektromagnetischer Wellen, besonders im Leben eines Astronomen.
Der Ausdruck ,Polarisation“ charakterisiert die Richtung des elektrischen Feldvektors einer Welle als
Funktion von Raum und Zeit.

Wir haben bereits die Transversalitats- und Orthogonalitats-bedingungen fiir E und B in einer
monochromatischen ebenen Welle kennengelernt, welche bedeuten:
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E = e Eyexp(ilk-r—wt)); B = e;Byexp(i(k-r —wt))
mit der Bedingung:
E-;'Ej' = 6-_;'?'; e; -k = 0.

Die drei Vektoren e;, e, und k beschreiben ein Orthogonalsystem und eine solche Welle wird ,linear
polarisiert* genannt. Mit Hilfe des Prinzips der linearen Superposition kbnnen wir das elektrische Feld im
allgemeinen Fall schreiben als:

E = (e E) +eyFEy)exp(i(k-r —wt)) .

Die Amplitude kann komplex sein, mit der allgemeinen Form:
E, = Eexp(ivy)

Die Abbildung oben zeigt die reelen Komponenten der Amplituden (E; and E,).

Lineare Polarisation

In diesem Fall haben beide Komponenten die Gleiche Phase y: = y, (oder allgemein g1 -y, =m
(m=0,%1, £2,..)). Das elektrische Feld E oszilliert entlang einer geraden Linie (s. Abbildung)

E
g = arctan(E—T); E=\/E‘?+E§
Zirkulare Polarisation

In diesem Fall unterscheiden sich die Phasen um ein ungerades vielfaches von /2:

T

EL =EQEED; 1,&’1—?,@2=:l:2;

Die Welle ist dann zirkular polarisiert. Der elektrische Feldvektor bewegt sich entlang eines Kreises
senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle.

E = Ey(e; £+ ie;) exp(i(k - r — wt)),
E, = Eycos(kz —wt); E, = FEpsin(kz —wt) .

Die beiden Lésungen beschreiben Rotation entlang eines Kreises im Uhrzeigersinn und gegen den
Uhrzeigersinn.
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Circularly polarized

Elliptische Polarisation

Der allgemeine Fall ist natirlich elliptische Polarisation, d.h.:

E, # Ey; 1 — 1 #0.

¥
_______]f-"_}::‘_& _____ -
/,f-"‘_"\\
;/J- A
.)J.
A E
/ E,
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K 7
rf / X
/
;/f
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In der Astrophysik und in der Kosmologie spielt die Polarisation von elektromagnetischer Strahlung eine
wichtige Rolle. Ein haufig auftretendes Beispiel ist die Thomson-Streuung, welche die Streuung von Licht an
freien Elektronen beschreibt. Da die Felder einer elektromagnetischen Welle transversal sein miissen kann
ein einfallendes Feld mit einem Inklinationswinkel von 90° im Fall eines Amplitudenunterschieds
(sogenannte ,Quadrupol Asymmetrie) die gestreute Welle teilweise polarisieren. Dies spielt eine wichtige
Rolle beim Erforschen der kosmischen Mikrowellenhintergrundsstrahlung. Diese Strahlung ist teilweise
polarisiert und erlaubt so Informationen aus der Epoche kurz nach dem Urknall zu erlangen!

Quadrupole
Anisotropy
Iy
\I L
Thomson
»
— Scattering
£
£
Linear

PPolarization
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8. Eichbedingungen

Wie wir bereits gesehen haben sind im allgemeinen elektrodynamischen Fall die Felder mit den Potentialen
verknupft:

B(t,x) = VxA(t,x)
d
E(t,x) =-V&(t,x) — ﬁA(t,x)
Einsetzen dieser zwei Gleichungen in die Maxwell-Gleichungen mit Quelltermen liefert:

p(t,x)
£

1324 _, , 1 _ 030
g_za:_z_vA+V(V'A)_MJ{I'K)_C_J5

]
V2P + —(Vs+A) =
+a:( )

Diese Gleichungen sind weder schén, noch sind sie einfach zu I6sen! Aber sie enthalten alle Informationen
der Maxwell-Gleichungen. Damit mussen wir statt sechs Gleichungen nur noch vier I6sen. Eine
symmetrische Form erhalten wir durch anwenden des d’Alembert Operators:

18 18 1 82
P=g4g, =9, 0" =|-—, V]| -—. V] = - — — V2
'“' * (r: dt ) (r: at ) c? 912

Dadurch erhalten wir die obigen Potentialgleichungen die Form:

150
c? ot

C2A =;¢0j(r,x)—?(‘v-A+ ! acp)

DZ¢=M+E(v.A+
En at

c? ot

Das schdéne am Potentialformalismus ist, dass wir bis jetzt nur das Kreuzprodukt des Vektorpotentials
definiert haben:

B(t.x) =V x A(t,x)

aber bisher nicht die Divergenz von A. In der Tat ist es moglich, A in beliebiger Weise zu wahlen, das
Ergebnis bleibt das gleiche! Diese Eigenschatft flihrt zur extrem nutzlichen Eichinvarianz der Elektrodynamik.

Lorenz-Eichung

Wir kdbnnen A so wahlen, dass gilt:

1 0@
Ve A4+ ——=10
+c2 ot

Die zwei Potentialgleichungen mit Quellterm vereinfachen sich dadurch zu:

pt, x)
Ep
(%A = poj(t,x)

2 =
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Dabei handelt es sich nur um Wellengleichungen (s. Vorlesung 2), welche jedoch einen Quellterm auf der
rechten Seite besitzen. Im nachsten Kapitel (,Retardierte Potentiale) werden wir diese Gleichungen Ldsen
um im allgemeinen Fall eine Lésung fur und A zu finden.

Diese Eichung ist nach dem Danischen Physiker Ludvig Valentin Lorenz (1829 1891) und nicht nach
seinem Namensvetter Hendrik Antoon Lorentz (Lorentz-Transformation) benannt. Um Verwirrung zu
vermeiden wird die Eichung auch manchmal die Lorenz-Lorentz Eichung genannt.

Coulomb-Eichung

Die Coulomb-Eichung setzt A gleich Null. Dadurch wird die Gleichung fur das Skalarpotential
besonders einfach und leicht I6sbar. (Der Name ist nur eine Konvention)

V:A=0

_p(t,x)
£o

V2P =

Hierbei handelt es sich nur um die zeitabhangige Poisson-Gleichung, welche folgende Ldsung hat:

1 ,Px'()
D(f,x) = —fv,’fx [x(r) —x'(2)]

Das Problem der Coulomb-Eichung ist, dass sie das Losen der Gleichung fiir das Vektorpotential besonders
erschwert!

1 3%2A 1 _od

24 L i 1 o
V<A 3 52 ng(r,x)+czvar

In der letzten Vorlesung haben wir die allgemeine Eichbedingung besprochen unter der sich das Ergebnis
nicht &ndert wenn man folgende Transformation auf die Potentiale anwendet:

AT (z, x)
Y
A, x)— A'(t.x) = A(t,x) + VI'(t,x)

D(t,x) > D(1,x) = (1, Xx)

wobei ['(t,x) eine beliebige glatte (unendlich oft differenzierbare) Funktion ist, welche Eichfunktion genannt
wird.

9. Retardierte Potentiale

Das allgemeine Problem ein elektrostatisches Potential im statischen Fall zu bestimmen haben wir in Form
der Multipolentwicklung geldst. Ahnliche Ausdriicke kdnnen auch flr das magnetostatische Potential
gefunden werden. Aber fur zeitlich veranderliche Ladungen und Strome werden die Lésungen deutlich
komplizierter. Das Ziel der heutigen Vorlesung ist das Finden einer allgemeiner Lésungen fur
elektromagnetische Potentiale, welche als retardierte Potentiale bekannt sind.

Man kdnnte folgendes annehmen: Falls V-E = p/¢, stets wahr ist, dann erhalten wir hierdurch schon den
zeitabhangigen Fall!l Man sollte sich jedoch daran erinnern, dass die Divergenz eines Vektorfeldes dieses
nicht vollstandig definiert. Man benétigt zusatzlich seine Rotation und die Rotation von E enthalt die
Zeitableitung des Magnetfeldes (Faraday-Gesetz), wodurch die Separation von E und B erschwert wird. Die
Ldsung ist einfacher wenn man den Potential-Formalismus verwendet.

Wir méchten nun die inhomogene (d.h. mit Quelltermen) Wellengleichung, welche wir durch anwenden der
Lorenz-Eichung erhalten haben, l6sen

1 0@
VAt ——— =0
+c2 or
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2¢,_l@_ L
c? o2 €0
1 82A
2
VA - 553 = —Ho

Diese vier inhomogenen Wellengleichung haben die folgende Form:

Ve — g@ ‘I‘(t,x) = —S(t,xj
Dabei steht (t, x) fur irgendeine Potentialkomponente deren Lésung wir suchen und
s(t,x) ist die Quellkomponente.
Die Lésung erhalten wir am einfachsten, indem wir die Wellengleichung im Fourier Raum aufschreiben. Dort

werden die Zeitableitungen zu einfachen Produkttermen. Da das Potential ~ und der Quellterm s glatte
Funktionen der Zeit sind kdnnen wir stets ihre Fouriertransformierte finden:

— 1 = ieod
Sp(X) = — de s(t,x)e
27 J-oo
o0

1 :
Uy (x) = — dr ¥(z, x) e’
=3[ avexe
Einsetzen der Fouriertransformierten in die inhomogene Wellengleichung liefert:
V2W,(x) + k2 Wy (x) = —50(x)

Hier ist k = 2mr/A die Wellenzahl und A ist die Wellenlange im Vakuum.
w =Vv/21T =ck

Im Fall k=0 reduziert sich die obige Wellengleichung zur Poisson-Gleichung. Ahnlich wie bei der Lésung der
Poisson-Gleichung liegt die Losung der obigen Wellengleichung in Form von Green-Funktionen G(r,r ) vor:

. o(r—r'
ViG(r',r) = _r=r)
€0
Differentialoperator [, Greensche Funktion (7 Anwendungsbeispiel
8+ 7y E(t}e—ﬁff konventionelle Langevin-Gleichung
2 -
(D +7) a(t)te ™
2 2 —nit 1 : . _ i 2| mineki ; 5 ; ;
3¢ + 2'}"3! + W [‘-}(t)e ! —Sll‘l(wf-}m“w = /wj — ~y? eindimensionaler gedampfter harmonischer Oszillator
w
a2 2 1
Aop= 0, + 0, o In p
-1
A= 6‘5 + 6'2 + 32 — Poisson-Gleichung
o dmr
_e—t'kf
Helmholtz-Operator A | _ICE stationare Schradinger-Gleichung
4dnr

1 a(t—-=
D'Alembertoperator [ — _af‘ — A g Wellengleichung

c? 4dnr

Tabelle von Green-Funktionen aus Wikipedia

Green-Funktionen sind eine allgemeine Klasse von Lésungen von Wellengleichungen wenn die Quelle nur
ein einziger Punkt ist. Unsere inhomogene Wellengleichung kann daher geschrieben werden als:
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V2G(x,x") + k*G(x,x) = —8(x —x')

Das Potential ist dann die Superposition aller solcher Lésungen Uber den Quellterm.
T, (x) = L!d?'x’s&, x"NG(x,x")

Die Wellengleichung lasst sich noch weiter vereinfachen, da nur eine radiale Symmetrie vorliegt, d.h. die
Lésung héngt nicht von der Richtung von x —x ab. Furr 0 gilt:

d2 2
was folgende, wohlbekannte allgemeine Losung hat:

eikr e—ikr eiklx—x’l e—iklx—x’l

G=C+ +C_TEC_..

P N
|x — x| |x — x’|

Daher hat das Potential in der - Doméane die folgende Ldsung:

eﬂc x— —1k'x—x’|

x|
U, (x) = C+f d3x’sw(x’)| —] + C_ f d3x Sm(x’}
Vn’

x — x|

Um die Lésungen in der Zeitdomane zu erhalten wenden wir die inverse Fourier-Transformation an:

exp [—iw (r - H";—x’)]

Ix — x|

o w]
U(t,x) = C+f d3x’f dw s, (x")
V! —o

+ C_f d%c’fmdw Su(x") b [_iw (I il mx;_xt)]
’ —o0

Ix —x/|
Wie definieren die retardierte Zeit (t ) und die avancierte Zeit (t .v) auf folgende Art:

w C
x| _,  [x=x)
/2] N c

=t |x—x'|) =1t

et

tay = L@, [x =X']) =1 +

Damit hat die allgemeine Lésung der Potential-Terme die endgultige Form:

‘«I-'(I,x):C_f d3 ’M_Fc_f d3 ff(rd.d\" )

|x — x| |x —x’|

Interessant ist, dass sowohl die retardierten als auch die avancierten Lésungen mathematisch richtig sind,
obwohl das Konzept der avancierten Losung das Prinzip der Kausalitat (d.h. Ursache vor Wirkung) verletzt.
Nichtsdestotrotz haben Wissenschatftler, einschlielich Feynman, versucht eine allgemeine Theorie der
Elektrodynamik auf Grundlage von retardierten und avancierten Potentialen zu formulieren.

Wir kénnen zeigen, dass C. + C- = 1/ (4m) im Grenzfall r—0 gilt (s. EMFT Buch). Da die avancierten
Potentiale keine physikalische Bedeutung haben bleibt:

C.=1/(4m).

Die endgultige Losung fur elektrodynamische Potentiale im freien Raum ist:
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¢(f X) = 1 d3x.- p{t:ct’xf(f:ci)}

’ dreo Jyr |x(#) —x'(frer)|
[ o (1 X' 02)
V."

A(t,x) = X (1) — x'(1).)|

dmrege?

Diese haben dieselbe Form wie die bereits besprochenen Losungen im statischen Fall (s. Vorlesung 2), aber
nutzen nun zeitabhangige Quell-Koordinaten in Form der retardierten Zeit.

Retardierte Felder

Wir haben den Potential-Formalismus genutzt da die allgemeinen Ausdriicke fiir Felder im zeitabhangigen
Fall komplizierter sind. Daher werden die entsprechenden Lésungen hier nur kurz ohne Herleitung gezeigt.
Diese sind bekannt als die Jefimenk-Gleichungen bekannt, welcher sie im Jahr 1966 (!) fand. Jedoch tat
Schott das gleiche viel friher (1912) in der Fourierdoméane.

Wir definieren R =r —r und tret = t — R/c. Damit lauten die Ausdriicke fir die Felder:

E(r,t) = fd;;rp [PreT.R Eapmt 1 ajret}

4drreg R* T cR? 8t  cR Ot

MO 3 jmt 1 ajr\et
B(r?t}_Zde’{ﬁ—i_csz ot } *x R

10. Relativistische Elektrodynamik

In dieser Vorlesung werden wir die relativistische Formulierung der Elektrodynamik einfiihren. Im Gegensatz
zum Newtonschen Gesetz sind die Maxwell-Gleichungen von Natur aus Lorentz-invariant, was beim
betrachten ihrer kovarianten (d.h. vom Bezugssystem unabhéngigen) Formulierung deutlich wird.

Wir haben zwei Ziele: 1) die kovariante Form der Maxwell-Gleichungen herleiten und 2) die Potentiale fur
eine bewegte Ladung herleiten. Das zweite Problem wird auch Liénard-Wiechert-Potential genannt und ist in
der kovarianten Formulierung leichter zu l6sen.

Zun&chst fangen wir mit einem Uberblick tiber die spezielle Relativitatstheorie und die kovariante klassische
Mechanik an:

Die Lorentz-Transformation

Wir betrachten zwei Inertialsysteme und , wobei sich das gestrichene System entlang der x-Richtung mit
Geschwindigkeit v bewegt. In diesem Fall lautet die Lorentz-Transformation:

ct' = y(ct —xB)

r

x = y(x —vt)

und es gilty =y, sowie z = z. Solche Lorentz-Transformationen verandern nicht die folgende GréRe:

c?t? — x? = y? (c*t® — 2xeft + x*P* — x* + 2xvt —v?t?)

1 2.9 2 5 v?
= -!._12 [CI(I—E)—_X ]_—'::—2
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oder allgemein:

2 2

€22 —x2 32 22 = 22 _x2 _ 2,

Jetzt werden wir das vierdimensionale Gegenstiick zum Positionsvektor x definieren:

x* = (x xt x%, x¥) = (et x, y,2) = (ct,x)

Dieser Vektor befindet sich in einem reelen, vierdimensionalen Raum, welcher Riemannscher Raum R#*
genannt wird. In diesem kénnen wir die ,Lange" und das ,Skalarprodukt der Vektoren definieren. Der
Fundamentaltensor eines solchen Raumes ist der Metrik- Tensor g .

Mit Hilfe des Metrik-Tensors kann man die kovariante und kontravariante Form der Vierervektoren, sowie
deren Skalarprodukt, definieren:

v
Ap = EpvX
guvx'xt = x, xt

Um die kovariante Form der Lorentz-Transformation (spezielle Relativitatstheorie) aufzuschreiben nutzen wir
eine vereinfachte Version des Riemannschen Raumes, genannt L*. Hier bezeichnen wir den Metrik-Tensor
als

1 0 0 0
0 -1 0 0
(Mus) = 0 0 —1 0
0 0 0 -1

Mit dieser Metrik ist der Wechsel von kovarianten zu kontravarianten Vektoren trivial, genau wie ihr
Skalarprodukt:

Xp 1 0 0 0\ /x° x?
x1] |10 -1 0 0O x! . —x!
x| |0 0 =1 0 |x*] |—=x2
X3 0 0 0 -—-1)\x° —x3

Xy = Nuwx' = (ct,—x)
xpxt = (ct,x)o(ct,—x) = c?t? —x? — y? — 22

Der obige Ausdruck ist der Abstand zwischen zwei Raum-Zeit ,Ereignissen” und ein  Viererskalar
(invariant). Wir kénnen diese Entfernung als Differential schreiben:

ds?® = n,dx"dx* = dx,dx* = (dx")* — (dx')* — (dx?)* — (dx?)*

1 (ax\? [ax2\?  [dx?\°
ds =cdt, /1l —— o - =
= © c2 (dr) +(dt) +(dr)
_ 1 42 2 27 _ v?
= cdt l—c—z[{bx} + (vy)* + (v)*] = cdt 1—;

dt
=cdt\/1-B2=c— =cdr
¥
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Hierbei ist ds das invariante Linienelement und dr = dt/y ist die sog. Eigenzeit.

Jetzt kdnnen wir die Lorentz-Transformationsmatrix einfihren:

y =By 00
By vy 00

AR) =
(A%) 0 0 10
0 0 0 1

Damit kann die Transformation von zu geschrieben werden als:
x'# = AR xV

Es sei darauf hingewiesen, dass zwei aufeinanderfolgende Lorentz-Transformationen mit den
Geschwindigkeiten ; und » zu einer Transformation mit der Geschwindigkeit

y B, + B2
1+ B8,

zusammengefasst werden kdnnen. Damit bilden Lorentz-Transformationen eine geschlossene algebraische
Struktur samt zweistelliger Verkntpfung (Multiplikation), welche assoziativ ist. Solche Strukturen sind auch
als mathematische Gruppen bekannt.

p

Jede GroRRe welche aus vier reelen Zahlen besteht und wie x* transformiert kann als Vierervektor bezeichnet
werden.

a* = (a’,a)

Huva’ (x)b* (x*) = (@, —a) «(b°,b) = a’h% —a-b

Der Minkowski-Raum

Kurz nach der Formulierung der Speziellen Relativitatstheorie inklusive Lorentz-Transformation zeigte
Herman Minkowski, dass diese Transformationen also ,Rotation” eines vierdimensionalen euklidischen
Raumes betrachtet werden kdnnen. Dadurch ergibt sich eine interessante Sichtweise auf Formulierung der
speziellen Relativitatstheorie.

Wir haben erwahnt, dass x ein ,Ereignis” als etwas beschreibt was am Zeitpunkt t=x%c an der Stelle (x?, x2,
x3) statfindet. Eine Weltlinie ist die Bahn des Ereignisses durch die Raumzeit.

Wir fihren nun Koordinaten in einem vierdimensionalen Raum ein:

LXO

e ”
//)‘_'{1

Y

Y
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X% =ix® = ict

X! =x!
X?=x?
X3=x?
dS = ids

Damit andert sich unsere vorherige Definition des Linienelements zu:
dS? = (dX9? + (dX 1?2 + (dX?)? + (dXx3)?

Ein auf diese Art konstruierter vierdimensionaler Raum wird Minkowski-Raum (M#) genannt. Genau wie eine
normale Rotation in einem dreidimensionalen euklidischen Raum das Linienelement nicht andert, andert
auch eine vierdimensionale ,Rotation das Linienelement nicht. Der Einfachheit halber nehmen wir erneut
an, dass sich nur die x und t Koordinaten @&ndern und y sowie z konstant bleiben. Dann ist die Rotation der
zwei orthogonalen Achsen X° und X! (s. Zeichnung) um den Winkel 6 gegeben durch:

X" = _x'sinf + X%cos f

x" =x'cos# + X"sinb

Wenn wir den Winkel ¢ = -i8 einfiihren kann die obige Transformation in folgende Form gebracht werden:

¢t’ = —x sinhg + ¢t cosh g
x' = xcoshg —ct sinhg
Im Vergleich mit den urspriinglichen Gleichungen der Lorentz-Transformation fallt auf, dass die Lorentz-

Transformation als normale Rotation in einem vierdimensionalen euklidischen Raum aufgefasst werden
kann, wenn wir schreiben:

sinhp = yp
coshg = y
tanhp =

Die Situation ist in der Abbildung unten dargestellt.

cw
xlmep h i
Fx R
I .:'l ra
: f 2
v ll.l'l -
. -
Cplf o
Bty | A7
. |l|' Fa
| ,
n'll e : Pi
| ra -
f " 1
I ol
e N
S bhp | et
= | v
0=0 i
P xl=x

Eine solche Rotation ist in der Mathematik auch bekannt als ,hyperbolische Rotation* oder
~Sgueeze mapping“. Die Nutzung von ,ict“, obwohl anschaulich, erschwert den Ubergang zur allgemein
Relativitatstheorie.
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10.1 Kovariante klassische Mechanik

Die Vierergeschwindigkeit und der Viererimpuls kdnnen mit Hilfe der differentiellen Langenelements ds und
der Eigenzeit d definiert werden:

dx# c v
ut = E =y(c,v) = , = (u“,u)
2 v2
-5 1-3
dx MoC MoV
pr=mo— =moylc,v) = < S = (p°p)

Daraus ergibt sich:

und die ,L&nge" des Viererimpulses, welche ein Viererskalar ist, lautet:

cpucp® = e p’ pt = A(p") — (p1)? — (PP — (p7)]
= (E,—cp) +(E,cp) = E? — c?p?

232 2
_ (mucvg (l 3 z_z) = (mocd)?
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Da die obige GroRe in jedem Bezugssystem eine Viererskalar ist erhalten wir im Ruhesystem (p = 0)
Einsteins berihmte Formel E = mqc2. Daraus folgt auch, dass der Viererimpuls p nur Null sein kann wenn
ein Teilchen keine Ruhemasse besitzt (z.B. Photonen)

Beispiel:

Mit Hilfe der Definition des Vierpotentials ist es extrem einfach die Energie zu berechnen, welche bendtigt
wird um z.B. ein Antiproton zu erzeugen. Schaffst du diese Uberschlagsrechnung?

Die Antwort ist ca. 6 GeV. Diese Energie wurde erstmals am Bevatron in Berkeley erreicht, wo das
Antiproton 1955 entdeckt wurde. Daflir gab es 1959 den Nobelpreis.

‘{ BEFORE AFTER
g Py D: B
! 3 O
B | o—e -~ e (o
& e/
5“’)
¥
————cg = e a——— F_ - e UL
& a’ b’ c’
<] P p ~, P
"‘ﬁ] o (8] K
g; - — g t/. ———
= .
@ in —
g
-l

10.2 Kovariante Elektrodynamik

Der Viererstrom ist Definiert als:

dx*

T pou* = poy(c,v) = (pc, pv)
T

J"H'Z.C'u

Hierbei ist p, die Ladungsdichte im Ruhesystem und p =y po

Wir fihren nun das Viererpotential ein:

(24

Ebenfalls gibt es eine kovariante Form des Ableitungsoperators:

g, =d/dx* = (d/det, 3/Ix)
Damit kdnnen wir den D’Alembertoperator als Skalarprodukt zweier Ableitungsoperatoren schreiben:

L& g

O = 849, = 9,0 = o

Daraus erkennt man sofort, dass die homogenen Wellengleichungen Lorentz-invariant sind:

D2f(t,x) = 0

inhomogene Wellengleichungen
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O?A4% = poj*

Kontinuitatsgleichung

dujt =
an event x* = (ct,x),
4-velocity u* = (yc,yv),
4-momentum p* {E /e,p),
wave 4-vector k* = (w/c,k),
4-current density J* = (pc,j),
4-potential A* = (¢ /c,A),
4-force F* = (yv-F/c,yF)

Elektromagnetischer Feldstarketensor

Wir wissen aus Vorlesung Nr. 3, dass die elektromagnetischen Potentiale folgendermaf3en definiert werden
kénnen:

B=VxA
JA

E=-Vd-— —
it

in Komponentendarstellung ergibt sich:

HAJ' ('.)A
B;‘j:axl B—J—HA} 8!‘1
00  dA;
Bi= g = =004

(Die beiden obigen Relationen zeigen deutlich warum B ein Axialvektor (Pseudovektor) und E ein
Polarvektor (,normaler* Vektor) ist.)

Unter Nutzung der kovarianten Form des Viererpotentials

o2

kdnnen wir den antisymmetrischen Vierertensor folgendermafen definieren:

v "
puv = 04T OAT _Gugv _goan
dxy dx,

Dies Ergebnis ist bekannt als der elektromagnetische Feldstéarketensor. Wie man sofort erkennt handelt es
sich um eine Art ,vierdimensionale Rotation“ des Viererpotentials A .

In der Matrix-Notation wird der kontravariante Feldstarketensor folgendermaf3en dargestellt:
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0 —E,/c —E,/c —E./c
(FH) = E,/c 0 —B,; B,
Eyjc  B: 0 —Bx
E:fc —B, B 0

Den kovarianten Feldstarketensor erhalt auf dem tblichen Weg durch Index Manipulation.
pr = NuxTva FK)' = HJ.LA'IJ _B'I.-'A,H.
0 Ex/c Eyfc E:Jc
- 0 —B B
(F)= | 50 - 5
- y,fc B, 0 —B,
—E./c —B, B, 0

Der kovariante Feldstéarketensor kann also aus dem kontravarianten mit Hilfe der Transformation E — —E
gewonnen werden.
Man kann die folgende Identitat, manchmal Jacobi-ldentitét genannt, beweisen.

BKFIH.'I-' + HJ.LFUK + ﬂpr” = D

10.3 Kovariante Maxwell-Gleichungen
Die beiden Maxwell-Gleichungen mit Quelltermen kdnnen geschrieben werden als:
3, F* = poj"

Die Vektordarstellung kann einfach gefunden werden, indem man die obigen Gleichungen in
Komponentenform aufschreibt. Wenn wir v = 0 setzen erhalten wir:

gFu jFl0 gFp0 jpio 0 1 (9E, O0E, OE;
dx? + dx! + dx2 + ox3 +E

3 dx + dy d iz
1 :
=EV-E=auJ”=ﬂum

Das ist nichts anderes als das Gauf3-Gesetz. Und wenn wir = 1 setzen erhalten wir:

BF“]+8F11+BF21+8F31 —_LHEI_F[)_,_'HBZ dB,
dgx0 dx! dx2 ax3 2 Bt dy oz

= poj ' = popvx

oder
dB; BB}J oF ]
— — £ =
By 3z o tLn T Hojx

was nichts anderes als die x-Komponente der Ampére-Maxwell-Gleichung ist.
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H.Ex

(VxB), = .U'-U.fx + Eo o a1

Im Fall der quellfreien Gleichungen benétigen wir die Dualform des elektromagnetischen Feldstarketensors.
In Vorlesung Nr. 5 haben wir die Dual-Transformation diskutiert:

E— cB
B - —-E/c

Der duale Feldstarketensor ist formal Gber den Levi-Civita-Tensor definiert:

*FRV %EﬂUKRFxR = _*FVH

0 -B, -B, -B,
B, 0 E.je —E,/c
B, —E:/c 0 E./c
B. E;/c —E:fc 0

() =

Dann kdnnen die quellfreien Maxwell-Gleichungen in folgender Form geschrieben werden:
L nd 1A
8, F*™ =0
woraus dann folgt:

VxE:—{,]—B
dt

V:B=0

Damit haben wir gezeigt, dass die Maxwell-Gleichungen in allen Inertialsystemen identisch sind, was in
Einsteins erstem Postulat der Relativitat vorausgesetzt wird.

10.4 Die Liénard-Wiechert-Potentiale

Das erlernen der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik erlaubt uns Ausdrticke fir
elektromagnetische Felder von beliebigen Ladungsverteilungen im zeitabhéngigen Fall herzuleiten (Die
Lésungen zu den Potentialen haben wir bereits in Vorlesung Nr. 4 in Form der retardierten Potentiale
kennengelernt). Fir Punktladungen mit beliebiger Bewegung sind diese Losung bekannt als die Liénard-
Wiechert-Potentiale bzw. -Felder.

Ziel des Problems ist eine Losung der inhomogenen Wellengleichungen (deren kovariante Formulierung wir
oben kennengelernt haben) fur eine Punktladung zu finden.
plt,x)
£0
PA = pojlt,x)

0’e =

Wir betrachten eine Ladung q ,welche sich am Quellpunkt
X = (x" =t x" x7?, x"?)

befindet. Wir méchten das Potential am Feldpunkt

xt = (x" =ct,x!,x%,x?)

messen. Im Ruhesystem ist die L6sung einfach:



Kaustuv Basu

Klassische Elektrodynamik

q: !
e (20, (&
c v=0

1

46
.0
dwege |x — x|y )

Wir fihren nun den relativen Orts-Vierervektor zwischen dem Quellpunkt und dem Feldpunkt ein
R¥ =xt —x"™ = (c(t —1'),x — x)

Wir kdnnen zeigen, dass gilt

R*R, =
da

RYR, = (et —1),x —x")o(c(t — 1), —(x
und

x') = c*(t —1')?

— [x —x'f?
|x —x'| =c(t -1

Nun bilden wir das Skalarprodukt von R mit dem Geschwindigkeits-Vierervektor u. Das Skalarprodukt R, u”
gilt in jedem Inertialsystem! Seine Losung finden wir im Ruhesystem

U)o =

=(c.0)
‘U2
J Jl P C_z v=0

(R*)o = (|x —x'| ,x =x")g = (|x = x|, (x —X)g)
woraus sich ergibt
u’R, = (u*Ry), = @*)o(Ry)o

(c.0)+(|x —x'|,. —(x —x")o) = ¢ [x — x|,

a4

Damit haben wir eine kovariante Form des Potentials, welche im Ruhesystem die korrekte Losung liefert
uH

dmeg cu R,y

Da dies eine Tensorgleichung mit korrekten Transformationseigenschaften ist (Kovarianz)
muss diese Losung in allen Inertialsystemen gelten!

|I|ﬂ

n|-

def
5 =

‘x| V=X

Um die obige Gleichung in eine vertrautere Form zu bringen nutzen wir die folgenden Definitionen
B=8"v

. =[x —x'| - B+(x —x)

und halten auferdem fest, dass das Skalarprodukt R u im bewegten System geschrieben werden kann als
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u’Ry = y(c,v)«(|x —x’

—x=x)) =7 (¢ [x = x| = v o(x = x)

Damit kdnnen wir die obige Ldsung fir A fur den allgemeinen Fall schreiben:

q’ 1 = o
AR (x<) = — =)=(=a
2 dmeg (cs c?s (c )

Aufschreiben der obigen Gleichungen im gewohnlichen dreidimensionalen Fall liefert die bekannten Liénard-
Wiechert-Potentiale, welche normalerweise durch eine komplizierte Rechnung mit Hilfe von normaler
Vektoranalysis hergeleitet werden.

¢ 1_ ¢ 1
II) t, = - =
¢.x) dmeg 5  dmeg X —X'|—P(x —Xx")
qg v q v
A f., - —_ =
¢.x) dmwege? 5 dmege? x — x| — Bo(x —X')

Frage: Wir haben behauptet, dass die obige Form der Liénard-Wiechert-Potentiale fir jedes beliebige
bewegte Teilchen gilt, wohingegen wir wissen, dass Lorentz-Transformation nur in Inertialsystemen (d.h.
keine Beschleunigung ) gelten. Glaubst du die obigen Gleichungen gelten auch im allgemeinen Fall
ungleichférmiger Bewegung?

11. Strahlung bewegter Ladungen

Mit Hilfe der kovarianten Formulierung der Elektrodynamik haben wir einen allgemeinen Ausdruck fir die
Potentiale bewegter Ladungen gefunden. Dies ist ein wichtiger Schritt auf der Suche nach den Feldern einer
bewegten Ladung, welche wir unten herleiten werden.

Wir werden sehen, dass geladene Teilchen Strahlung abgeben sobald sie beschleunigt werden — eine
wichtige Tatsache im Leben eines Astronomen!

Liénard-Wiechert-Felder

Der Ausdruck fir die Liénard-Wiechert-Potentiale kann im dreidimensionalen Raum in folgende Form
gebracht werden:

1 q Mo qv
1) = d A )= —| ———
oD = e [R—ﬁ-RL an 0= 4 [R—,&-RL

Hierbei ist R der Abstand zwischen Emitter und Beobachter und B ist der Geschwindigkeitsvektor der
Ladung g. (Wir fuhren die folgende Herleitung im dreidimensionalen Raum aus und nutzen das Konzept der
retardierten Zeit.)
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Trajectory of
charge

#

Von hier aus mdchten wir Felder mit Hilfe ihrer Vektor-Definition berechnen.

B=VxA
JA

E=-V&— —
ot

Das retardierte Scalar Potential, z.B., lautet

fﬂ,arr pir',t — |r—r'|/c)
r —r'|

r,t)=
Eﬂ{ :I 4:1TE[;

Wir nutze eine dummy Variabel t', und schreibe das Retardation-effekt mit Dirac'sche Delta Funktion

1 ., 10 o 2 B ,
wir, 1) = a-r dt WE[I — 4 |r—=r|fc).

4 1))

Der Ausdruck furr das elektrische Feld lautet dann beispielsweise:

E(r, 1) = —J—Eovfdz

R(") Am Bt R(1)

Dieses Integral ist nicht leicht auszuwerten. Es gilt:

R(r) =r — ry(r) = R(r)ifr).

VR =fiand V(1/R) = —R/R3

AulRerdem nutzen wir die Definition der retardierten Zeit:

R (Iret)

It =1 — .
C

, 8¢ —t + R()/c)  mog 8 f 4y YERE — 1 + R@)/0)

48
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und wir definieren den Parameter g folgendermal3en

g(th = % [t —t+ R /c]=1+ liJR(.t’) R =1— B A" > 0.

cdt

Mit Hilfe dieser Variablen ergibt sich ein Ausdruck fur das Feld E einer Punktladung in beliebiger Bewegung:

i d [n—
E(l", 1) = 7 ) + 1 . ﬁ 3
dmeo [ gR? ], 4dmeodt | gcR |,
Analog ergibt sich ein Ausdruck fir das Magnetfeld B:

i d il
B(r,;):iﬂ[vxz] +%_[” ] .
T | gR* | 4w dr| gcR |,

Die beiden obigen Gleichungen sind allerdings nicht sehr nitzlich, da sie zeitliche Ableitungen beinhalten.
Um sie in eine brauchbare Form zu bringen wenden wir folgende Identitaten an:

dR

E_—ﬁ-cﬁ
£i=1+%ﬁ2241—ﬂmm=gm
%:%ﬁx(ﬁxﬁ).

Nachdem alle Terme mit zeitlichen Ableitungen beseitigt wurden erhalten wir endlich die Ausdrticke fir die
Liénard-Wiechert-Felder. Fur das elektrische Feld finden wir:

q Fﬁ—mu—ﬁ%+ﬁxﬂﬁ—mxﬁ}

= - E E -
4meg g3R? cg?R :| . v s
e

Die Interessanteste Eigenschaft ist allerdings, dass das Feld in zwei getrennte Teile separiert werden kann:
Ein Teil hangt nur von der Geschwindigkeit ab, welche mit wachendem Abstand wie 7/R? abfallt, der andere

Teil beinhaltet den Beschleunigungsterm (zeitliche Ableitung von ) welcher wie 1/R abfallt. Der erste Teil
bleibt an das Teilchen ,gebunden”, wahrend sich der zweite Teil ins Unendliche ausbreitet.

Ahnlich gilt fir das Magnetfeld:

B _ Hog [(vxﬁ)(l—ﬁ2)+ (B x f)(B - 1) +gf x &

=B, + B,.
4 g3R? 23R :| +
ret

Wir kdnnen mehrere interessante Eigenschaften betrachten. Zum Beispiel sind E und B orthogonal (als
individuelle Komponenten sowie als das gesamte Feld), aber der Geschwindigkeitsterm des elektrischen
Feldes E, ist nicht orthogonal zur Bewegungsrichtung.Hierfir wir werden in Kiirze das Beispiel eines
Teilchens in gleichférmiger Bewegung betrachten.

cB, =i xE, and cB, =i, x E,.
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E, - fige # 0.

Andererseits bilden die Beschleunigungsterme immer eine ortogonale Triade (N, B, E) mit

c|B| = |E|
E, = ¢B, x fi E, fi, =0 B, - fi, = 0.

Die Felder, welche durch Beschleunigung generiert werden, stehen also senkrecht aufeinander.Zudem
Fallen sie wie 1/R ab. Dies sind nichts anderes als die Eigenschaften eines Strahlungsfeldes

Beispiel: Felder fur eine gleichférmig bewegte Ladung

Dieser Fall wurde bereits in der Vorlesung zur Relativitat behandelt, soll aber nun erneut vom Standpunkt
der Liénard-Wiechert-Felder behandelt werden. In diesem Fall gilt:

*

g =0.

Damit lautet der Ausdruck fur das elektrische Feld (nur der Geschwindigkeitsteil):

E - 4 [(ﬁ—ﬁ)(l—ﬁg)]
Y Ame g3R? ot

Um die Situation zu vereinfachen nutzen wir die Zeichnung unten:

As=PBR., ¢

Wir finden die folgenden Identitaten:

R
[0 — Bl = R

As = V(I - f:ret) = ﬁRICT.'
ﬂRret +R= Rret = Rrelﬁret-

AuRBerdem ist die Strecke AB die Projektion des Vektors B R« entlang der Richtung n
Daher folgt aus der Definition von g, welche vorher besprochen wurde:

E = ﬂRrel : ﬁret

E - Rrel(]- - ﬁret * ﬁ) = [gR]ret-

uUnd damit:
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[gR] = R(1 — B?sin?0)!/?

Mit Hilfe der letzten Relation erhalten wir letztlich den Ausdruck fir das elektrische Feld einer gleichférmig
bewegten Ladung:

g R 1-p?
4meg R3 (1 — B2sin29)3/2°

Ev(r} :) =

Wir sehen also, dass die Feldstarke in Bewegungsrichtung in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit
reduziert, aber ungleich Null ist.

/ \ [El

ey

Direction
of motion

Fur das Magnetfeld ergibt sich, wie wir zuvor gesehen haben:

B 1 R
B, = "  E, =~ |8+ — | xE, = % xE,.
c R c?

c ret

Beschleunigter Ladung: Die Larmor-Formel

Eine wohlbekannte Formel fiir die abgestrahlte Gesamtleistung einer sich langsam bewegenden
Punktladung (dB/dt # 0) ist die Larmor-Formel:

1 2 2 e 2
P q°| et | .
4mrey  3c3

Diese gilt nur im nicht-relativistischen Grenzfall (§ << 1). Wie kdnnen wir diese Formel herleiten und wie
kann sie fur beliebige Geschwindigkeiten (d.h. bis zu f=1) verallgemeinert werden?

Wir beginnen mit der Berechnung des Poynting-Vektors der Beschleunigungsfelder:

212
i x [ B) x A]
cg’R

-

Tets

1 2
S(t)= —E, xB, = Echf R = €gC ( g )
Lo dmeg

ret

wobei sowohl E als auch B mit 1/R abfallen. Der Poynting-Vektor beschreibt die Rate des Energieflusses
durch das Raumwinkelelement dQ.
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dP(t) dU
d2  didQ

= R?*S(2) - figer.

Die obige Formel beschreibt die Abgestrahlte Energie in Einheiten der vom Beobachter gemessenen Zeit.

Allgemein ist die im Intervall dt gemessene Energie nicht gleich der im Zeitintervall dt.e: emittierten Energie.
Physikalisch gesehen ist die im Ruhesystem des Teilchens gemessene Leistung von grol3erer Bedeutung,
da diese uns etwas Uber den Emissionsmechanismus verrat! Daher mdchten wir die obige Gleichung tber
dfrtausdriicken:

Durch Nutzung von:

If‘{I:“I“;‘]‘Iret = (1 - ﬁ ' ﬂ)ret = Bret

finden wir nach einiger Algebra:

2 _ 3112
d P (trer) _ dU — o RPS(D) -y = q | x [ Aﬁ) x ﬁ“
ds2 dted$2 16m2e0c (1—ha-p8)y

ret

Integration der obigen Gleichung Uber alle Winkel ergibt schlieflich:

1 2¢% (| , [vxa)®
P= - -~
4mey 363 4 |:a c

Das ist die allgemeine Form der Larmor-Formel fiir beliebige Geschwindigkeiten. Der Faktor y® ist sehr
wichtig da er zeigt, dass die abgestrahlte Leistung extrem ansteigt wenn sich die Geschwindigkeit der
Lichtgeschwindigkeit anndhert. Hierdurch ergibt sich ein groRer Unterschied zwischen nicht-relativistischer
und der relativistischer Bewegung von Teilchen, welche wir in der nachsten Vorlesung genauer Besprechen
werden (Zyklotronstrahlung vs. Synchrotronstrahlung).

ret

Die obige Verallgemeinerung der Lamor-Formel kdnnen wir auch mit Hilfe von Vierervektoren erhalten,
indem wir beachten, dass die emittierte Gesamtleistung ein Lorentz-Skalar ist. Wir missen lediglich |a]> mit
dem Skalarprodukt der Viererbeschleunigung ersetzen (UM ist die Vierergeschwindigkeit).

A]u, - dU#/d‘E

1 242 1 2¢* dp,dp,

P = —A A, = .
Amweg 3c3" M 4Ameg 3m2c® dr drt

Durch Aufschreiben der Komponenten des Viererimpulses und Berechnung der Ableitungen kann leicht
gezeigt werden, dass:

- dt dt dt dt

2 . 2
dp.dp. _dp dp 1 (a‘f) _[mcy}g{d{fﬁ}lfi[}’ﬁ}_(fi‘}’) }
dr drt dr dt ¢

Zf =y'B-B  and dt;‘ﬂ} =vB+y(B BB

1 2g° .
5182 =B x B].,,.

- dmwey 3¢

Dieses Ergebnis ist identisch zum vorherigen.
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Zuletzt mochten wir zeigen, dass sich die obige, allgemeine Formel fiir die abgestrahlte Leistung bei
beliebiger Geschwindigkeit im nicht-relativistischen Grenzfall zur wohlbekannten Larmor-Formel vereinfacht:

b1 248l
dmreyg  3c3

Dafur setzten wir einfach B = 0 (die Beschleunigung ist aber ungleich Null). Dann ergibt sich:

dP  uoq’
dQY  16m2c

.u‘qu |i' % a|2 — 1“40‘?2(.12

in” f.
16m2c 16m2c s

o x (0 x a)| =

Das ist die Larmor-Formel mit Winkelabhangigkeit. Aus ihr folgt das beriihmte, torusférmige
Strahlungsmuster. In Bewegungsrichtung gibt es keine Strahlung!

P,
£l «sin? B
SN

Direction of

acceleration

Um die Gesamtleistung zu erhalten missen wir lediglich die obige Gleichung Gber alle Winkel integrieren.
Da Jsin?0 dQ = 8m/3 ist erhalten wir letztlich die wohlbekannte Formel fiir nicht-relativistische Bewegung.

Definition des Strahlungsfeldes

Da Strahlung die Energie einer lokalisierten Ladung- (oder Strom-) Verteilung in unendliche wegtragt muss
die Feldstarke langsamer als mit 1/R? abfallen. Anderenfalls gabe es keinen Energiefluss durch eine
unendlich weit entfernte Kugeloberflache!

Um das formal zu beweisen betrachten wir den Energiefluss (gegeben durch den Poynting-Vektor) durch ein

Flachenelement r? dQ. Im Grenzfall r— ist die Leistung (Energiefluss pro Zeit) durch diese Flachenelement
gegeben durch:

dP(f) = lim . S(r, Hrids.

Daraus folgt fir r—eo:

S o £/r?

oder, da S proportional zu ExB ist missen sich die Felder E und B im selben Grenzfall wie 1/r verhalten.

12. Strahlung: Besondere Falle
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In diesem Kapitel betrachten wir die Strahlung eines einzelnen geladenen Teilchens (meist eines Elektrons)
in einigen besonderen Fallen. Die interessantesten Falle sind diejenigen, in denen sich das Teichen mit
ultrarelativistischen Geschwindigkeiten bewegt (B=1). Zuerst soll aber noch erwéhnt werden was im Fall von
N Teichen passieren kann.

Strahlung von N beschleunigten geladenen Teichen

Wir haben bereits einen Ausdruck fur die Strahlung eines beschleunigten geladenen Teilchens (z.B. eines
Elektrons) gefunden und au3erdem eine Formel fur die Gesamtstrahlungsleistung hergeleitet. Kénnen wir
annehmen, dass im allgemeinen Fall von N Teilchen die Gesamtstrahlungsleistung einfach N-mal so hoch
ist? Leider ist die Antwort nicht so einfach! Um die genaue Lésung zu finden bendtigt man die
Quantenmechanik. Im Allgemeinen gibt es drei verschiedene Falle:

1) Der Abstand der strahlenden Teichen ist viel kleiner als ihre typische Wellenléange. In diesem Fall
kénnen Phasendifferenzen vernachlassigt werden und die elektrischen und magnetischen Felder
werden einfach aufsummiert, d.h. Die Feldstarken sind proportional zu N. Da die emittierte Leistung
proportional zum Produkt der Feldstarken ist wachst die emittierte Leistung proportional zu N2. Dies
ist der Fall bei koharenter Emission. Beispiel: Laser.

2) Esist auch moglich, dass die strahlenden Teilchen vollstandig aul3er Phase sind, sodass sich ihre
Phasen gegenseitig auftheben. In diesem Fall ist die Gesamtstrahlungsleistung gleich Null.

3) Am haufigsten ist jedoch, dass die Teichen einer Zufallsverteilung folgen, welche oft durch eine
thermische Geschwindigkeitsverteilung charakterisiert wird. In diesem Fall kann gezeigt werden,
dass zu jedem beliebigen Zeitpunkt VN Teichen in Phase sind, sodass die emittierte
Gesamtstrahlungsleistung einfach proportional zu N ist. Dieser Fall wird als inkoharente Strahlung
bezeichnet und beinhaltet die meisten Beispiele aus dem Alltag und dem Universum.

12.1 Beispiele fur die Strahlung beschleunigter Elektronen

In der letzten Vorlesung haben wir die allgemeine Formel fir die abgestrahlte Leistung eines geladenen
Teilchens in beliebiger Bewegung als Funktion des Raumwinkels kennengelernt:

2 _ 3112
dP(te) _ dU  _ e RIS() B — 1 [ x [(a A,s) x B]|
as dtred$2 167%€c (1 —fi-B)°

ret

« Nichtrelativistische Bewegung und Dipolstrahlung

Im nichtrelativistischen Fall erhalten wir die Losung, indem wir einfach =0 einsetzen (s. Letzte Vorlesung).
Der Einfachheit halber befinde sich das Teichen im Koordinatenursprung und die Beschleunigung wirke in
Richtung der z-Achse (a = ¢ dB/dt und der Einheitsvektor r verlauft entlang n). Dann gilt:

dP _ poq’
dQ ~ 16m2c

Hog* £ x al? = Hoga’ sin? §
1672¢ ’

i x (i x a)] = l6n2c

x a

Dieses Strahlungsmuster haben wir als Lamor-Formel kennengelernt.

Klassischerweise wird dies als Dipolstrahlung bezeichnet. Ein oszillierender Dipol ist einfach ein periodisch
beschleunigtes geladenes Teichen. Hertz hat als erster solche oszillierenden Ladungen als Quelle von
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elektromagnetischer Strahlung beschrieben (ca. 1886). Daher wird der Dipol auch Hertzscher Dipol genannt.
Die Abbildung unten zeigt wie Strahlung senkrecht zur Bildebene durch ,field reconnection” propagiert.

\

/

/.

Wenn wir das Dipolmoment mit p bezeichnen, dann ist die Beschleunigung durch die doppelte Zeitableitung
von p gegeben (Zur Erinnerung: p ist nur ein Vektor und besitzt daher die Dimension Lange). In diesem Fall
erhalten wir die Formeln fur das E und das B Feld fiir den Hertzschen Dipol:

By =t T P
dwe r
(R - Pret) — Bre
EE[ — —f x CBE] — ﬁ ( Pm) prLl.

4 r

Die gesamte abgestrahlte Leistung ist:

Q _ Ho |f" w B |2
dQ /g, = 16m2c Pl

Ko
1672c

; . wo .
Pgi(t) = |pru1|2fd5251n29 = at::.|pm1|2_

In der Realitat ist es viel einfacher den Strom in einer Schleife zu variieren, als Ladungen rauf und runter zu
bewegen! Es sei daran erinnert, dass ein Kreis- strom nichts anderes als ein magnetischer Dipol ist. Also
erzeugt ein solcher, zeitlich veranderlicher Strom magnetische Dipolstrahlung. Das ist das grundlegende
Prinzip nahezu aller Ubertragungsantennen.

Wenn ein Strom I(t) = I, cos(wt) in einem Kreisleiter mit Radius b oszilliert, dann kann der magnetische Dipol
geschrieben werden als:

m(t) = b’ 1 (1) % = mg cos(wr) 2,

mo = 7b’ Iy

Ahnlich wie im elektrischen Fall kdnnen wir den Energiefluss mit Hilfe des Poynting Vektors bestimmen
(dabei ist 8 der Winkel zwischen z und der Messrichtung r):

wo [ mow? (sin9

S = L(E xB)="— )cos[m(f — r/c}]l r,
Mo ¢ | 4mc

In der Realitdt messen wir die Intensitat des, Uber viele Zyklen gemittelten, Energieflusses, also:
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2. 4 s 2
mHw sin“ @
<S>=(‘“’° ) — f.

32723 r

Das ist dieselbe Winkelabhéngigkeit, die wir bereits in der Lamor-Formel gefunden haben. Die emittierte
Gesamtleistung kann durch mitteln tber alle Winkel gefunden werden:

2, 4
Homgw

Wh 12 c3

Ein schones Anwendungsbeispiel der obigen Formel ist die Messung der Strahlung (d.h. die Rate des
Energieflusses, beschrieben durch S) einer beliebigen Antenne auf Bodenhdhe. Wenn der strahlende Dipol
an einer Antenne mit Héhe h montiert ist und wir die Leistung vom Boden aus in Entfernung R zur Basis
messen, dann zeigt eine einfache Rechnung, dass die gemessene Leistung maximal ist wenn h = R gilt.
(AuRerdem empfangen wir offensichtlich keine Leistung direkt unter der Antenne, wo 8 = 0 ist.)

X

I

Zu Beispiel ist die maximale am Boden empfangende Leistung von einer FM Radioantenne mit einer
Ausgangsleistung von 30 kW, welche auf einem 100 m hohen Turm montiert ist, ca. 9 yW/cm?. Fir eine
leistungsschwache Mobilfunkantenne (P ~ 20 W) auf einem Hausdach (h ~ 5m) erhalten wir ungefahr 2.4
uW/cm? fir h = R. Ist das mit den Sicherheitsrichtlinien vereinbar?

12.2 Beschleunigung || Geschwindigkeit: Bremsstrahlung

Auf der Suche nach einem Ausdruck fiir die Strahlungsleistung im nichtrelativistischen Fall vereinfacht sich
die Formel deutlich, wenn Beschleunigungsvektor a und Geschwindigkeitsvektor v parallel zueinander sind.
Die Strahlung ist dann axialsymmetrisch zur Beschleunigungs-/Fortbewegungs-richtung und ist gegeben
durch:

dP| _ pog® a’sin’6
d2|, 16m%c (1 — BcosB)®’

Die Abhangigkeit von a? zeigt, dass das Strahlungsmuster fiir Beschleunigung und Abbremsung identisch ist.

Die emittierte Leistung ist Null bei 8 = 0 und die Keulen sind mit steigender Geschwindigkeit zunehmend
nach vorne gerichtet.
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Galaxienhaufen emittieren Bremsstrahlung im Réntgenbereich. Galaxienhaufen setzen sich zu gro3en Teilen
aus einem heien Plasma zusammen, welches eine typische Temperatur von einigen keV hat (1keV = 107
K). Zum Vergleich: Die Ruhemasse eines Elektrons betragt 511 keV/c2. Daher ist selbst bei solchen
Temperaturen  recht klein.

1 _ Et-ot _ Ekin +m002

V1—p2 g2 mpc?

Mit der obigen Formel kann man leicht sehen, dass

8

B = O fur Elektronen mit einer kinetischen Energie von 1 eV (ca. 10* K)

B = 0.06 fur Elektronen mit einer kinetischen Energie von 1 keV (ca. 107 K)
B = 0.94 fur Elektronen mit einer kinetischen Energie von 1 MeV

B = 0.9999999 fir Elektronen mit einer kinetischen Energie von 1 GeV

In manchen astrophysikalischen Objekten gibt es GeV Elektronen. Im diesem Fall ist B = 1, 6 = 0 und der
Nenner des Ausdrucks fir die Bremsstrahlung verschwindet fast. Wir kénnen schreiben:

1 - g2 1 1
1—: = g — %1
P15 “yarm 22 PFD
1+ %62
1 — Beos ~ B~1,0<1).

2y2
Womit wir einen Ausdruck fir ultrarelativistische Bremsstrahlung erhalten.

dP| _ 2umoq’a® y (y0)
a2, mic  [1+ (y8)°)P

(y >»1,06 K1)

Indem wir das Maximum der obigen Relation in Abhangigkeit von y6 bestimmen stellen wir fest, dass die

Winkelverteilung fir y>>1 von zwei intensiven y® Peaks bei den Winkeln © = £ 8,0 = £ 1/ 2y dominiert
wird.

Beide Peaks haben eine Breite von A8 ~ 1/y (s. Abbildung).

In der Astrophysik liegt meist ein Elektron-Proton Plasma vor. Durch die hohe kinetische Energie der
Elektronen ist die Abweichung der Bahn von einer geraden Linie bei der Streuung an einem Proton
vernachlassigbar. Beim Vorbeiflug an einem Proton (oder einem anderen lon) verringert sich jedoch die
Geschwindigkeit des Elektrons ein wenig. Das pldtzliche Abbremsen verursacht Bremsstrahlungsemission.

ha

® Ze'

12.3 Beschleunigun L Geschwindigkeit: Zyklotron & Synchrotron Strahlung

Im anderen Fall sind Beschleunigung und Geschwindigkeit senkrecht zueinander. Das passiert immer, wenn
sich ein geladenes Teilchen durch ein Magnetfeld bewegt, da die Lorentzkraft senkrecht zur
Bewegungsrichtung wirkt. Dieser Fall ist besonders interessant fiir Teilchenphysiker und Astrophysiker!
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v = vZ,a = ag, and fi,e ~ sin 6 cos @X + sin 6 sin ¥ + cos 02

Die L6sung ist schwieriger zu erhalten als im Fall der Bremsstrahlung, da es sowohl eine Abhéngigkeit vom
Polarwinkel 8, als auch vom Azimutwinkel ¢ gibt. Nicht-triviale Algebra liefert das Ergebnis:

dP|  pog*a’ 1 sin? 6 cos? ¢
dQ|,  16m%c (1 — Bcosh)? y2(1 — Bcosh)? |

Der nichtrelativistische Grenzfall B = 0 ist bekannt als Synchrotronstrahlung. Sie hat die Winkelabhangigkeit
(1 - sin?@ cos?p).

tl’l

©RCC
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Abbildung: Ein Zyklotron, in dem sich Elektronen nahezu kreisformigen Bahnen durch ein Magnetfeld
bewegen. Die Energie wird den Elektronen tber hochfrequente Wechselspannung zwischen den beiden

Halbkreisen zugefiihrt. Zur Erinnerung: Es wird ein elektrisches Feld zum Erhéhen der kinetischen Energie
bendtigt.
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Erneut ist der interessanteste Fall der ultrarelativistische Fall mit f=1. Hier erfillt die Winkelverteilung die
folgende Gleichung:

dP| _ mog’a®  8y® [ 4y282c052¢:| > 1)

dQ|, ~ 162 (1+y202° | (1+ 2622

Die emittierte Strahlung ist entlang eines schmalen Strahls mit einer Breite ~ 1/y konzentriert und wird in
Bewegungsrichtung abgegeben (d.h. Maximum bei 8 = 0). Dieser Effekt wird auch relativistisches Beaming
genannt. Das ist nichts anderes als der relativistische Dopplereffekt, bei dem der Lorentzfaktor den Anteil an
vorwartsgerichteter Strahlung erhdht und den Anteil der nach hinten gerichteten Strahlung reduziert.

)_x
/1

-_._____AT

Was aufRerdem Auffallt ist die starke y® Abhangigkeit der abgestrahlten Leistung. Aus diesem Grund ist es
nicht moglich Elektronen in einem Kreisbeschleuniger auf TeV Energien zu bringen. Die Strahlungsverluste
werden einfach zu hoch! Fur Elektronen wiirde man einen Linearbeschleuniger bendétigen. Der LHC am
CERN verwendet Protonen und Schwerionen, da die abgestrahlte Leistung umgekehrt proportional zur
Masse ist. Dadurch kdnnen wir mit diesen Teilchen Energien im TeV Bereich erreichen.

In der Astrophysik trifft man fast taglich auf Synchrotronstrahlung! Sie kann in Supernova-Explosionen,
Pulsaren, dem Zentren von Galaxien und in Galaxienhaufen beobachtet werden. Im letzten Fall erstreckt
sich das Emissionsgebiet tiber viele Millionen Lichtjahre!

10040 -
0k
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13. Lagrange- und Hamilton- Formalismus der Elektrodynamik

Im letzten Kapitel geben wir eine Einfilhrung in die Nutzung der machtigen Lagrange- und Hamilton-
Formalismen in der Elektrodynamik. Im Prinzip handelt es sich um eine Erweiterung dessen, was wir bereits
in der klassischen Mechanik kennengelernt haben. Die neu erlernte Physik flie3t in die Definition der
Lagrangefunktion eines geladenen Teilchens welches sich durch ein elektromagnetisches Feld bewegt.
Diese Methode basiert auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung, welches urspringlich zum Lésen von
Problemen in der Optik eingefiihrt wurde. Im 19. Jahrhundert wurde das Prinzip der kleinsten Wirkung von
vielen Wissenschaftlern als zentrales Prinzip der Physik angesehen. Maxwell hat das Prinzip der kleinsten
Wirkung zwar in seinen Schriften diskutiert, es aber selbst nie benutzt. Helmholz war der erste, dem es
gelang eine brauchbare Formulierung des Elektromagnetismus mit Hilfe des Lagrange-Formalismus
aufzustellen. Seine Losung wird jedoch nicht langer genutzt. Die Formulierung die wir uns heute ansehen
wurde erstmals von Lorentz im Jahr 1892 genutzt (wobei der moderne, kovariante Formalismus erst viel
spater eingefiihrt wurde).

13.1 Wiederholung der Lagrange/Hamilton Formulierung der Mechanik

Die Lagrangefunktion ist definiert als:

L(gi,qi.t) = L(qi.gi, 1) =T =V
wobei giund dgi/dt die generalisierten Koordinaten bzw. Geschwindigkeiten sind.

Die Wirkung ist definiert als:

tz
s zf dr L(gi, i, 1)
[ 5]

und durch das Variationsprinzip mit zwei festen Endpunkten t; und t, erhalten wir 8S = 0.
In diesem Fall erfullt die Lagrangefunktion L die Euler-Lagrange Gleichung:

d (8L _dL _
dr \ 9g: dqi

Ausgehend von L kann die Hamilton-Funktion H definiert werden:

H(pi.qi,t) = piqi — L(q:,qi,1t)
mit dem kanonisch konjugierten Impuls

—
P da

Mit den obigen Definitionen lassen sich die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen aufstellen, welche die
selbe Physik wie die Euler-Lagrange Gleichungen beschreiben.

oH . %

o BT 4

dH ) dp;
= —pPi= - P

0qg; dr

13.2 Lagrange Funktion eines geladenen Teilchens in einem EM-Feld

Wir méchten ein intuitives Verstandnis der Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens in einem
elektromagnetischem Feld erhalten. Dafiir betrachten wir ein Teilchen mit Ladung e und Masse m, welches
sich mit einer nicht-relativistischen Geschwindigkeit v(t) durch ein bekanntest Feld bewegt und leiten die
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Lagrange-Funktion riickwarts aus der Lorentzkraft her. Fir diese Aufgabe ignorieren wir den Term fir das
Feld in der Lagrange-Funktion (dieser wird fiir das Konzept der Lagrange-Dichte benétigt, welches in der
nachsten Vorlesung besprochen wird).

Aus der Lorentzkraft folgt die folgende Bewegungsgleichung:

m% =e[E(r, t) + v x B(r, 1)].

Zusétzlich kann die Euler-Lagrange Gleichung in die folgende Form gebracht werden:

3%) E

oL oL
”) = —0 — VLo.

(Fur dieses spezifische Problem wurde die Lagrange-Funktion in der zweiten Gleichung als L, definiert.)
Beachte den Gradienten auf der rechten Seite der Gleichung welcher darauf hinweist, dass die Lagrange-
Funktion tber Potentiale geschrieben werden sollte. Die Potentiale sind Definiert durch:

B=VxA E=—-V¢gp— —
% YT

Nun bendtigen wir die folgende Vektoridentitat und erinnern uns daran, dass die Geschwindigkeit v(t) keine
Funktion der Zeit ist:

VV- A =v X (VXA)+AX(VXV+ V- VIA+(A-V)V

Damit kdnnen wir die Lorentzkraft in folgende Form bringen:

d A
md—: =—e|:V-;a+§+(v-V)A—V(v-A):|.

Die zwei mittleren Terme in der rechten Seite der Gleichung sind nichts anderes als die Definition der
gesamten (oder konvektiven) Ableitung in einem bewegten Bezugssystem eines Fluids:

dA  3A
a2 _ 294 - V)A.
ar TV

Daher kénnen wir die Terme wie folgt umordnen:

:—I(mv +eA)=eV(v - A — ).

Ein Vergleich mit der Euler-Lagrange Gleichung oben erlaubt uns die Lagrange-Funktion in folgende Form
zu bringen:

Lo(r,v) = mv +ev-A(r, t) — ep(r, t).

Das ist die Antwort, nach der wir gesucht haben. Dieses Ergebnis in eine kovariante, vierdimensionale
Lagrange-Funktion zu verallgemeinern ist keine einfache Aufgabe und daher wird lediglich das Endergebnis
ohne Herleitung im né&chsten Kapitel angegeben.

Durch das Herleiten der dreidimensionalen Lagrange-Funktion aus der vierdimensionalen Form kann man
sich von der Richtigkeit der letzteren Form tberzeugen.
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13.3 Lagrangefunktion in kovarianter (4-dimensionaler) Form
Fur unser Vorhaben miissen wir die obigen Definitionen in eine kovariante (4-dimensionale) Form erweitern.

Das ist recht einfach und fuhrt nach Anwendung des Variationsprinzips zur kovarianten
Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens in einem elektromagnetischen Feld

Analog zur dreidimensionalen Mechanik kénnen wir eine allgemeine (kovariante) Form der Wirkung in vier
Dimensionen angeben:

Sy = fL‘;(x'“‘,u'“') dr

Hier ist dr die Eigenzeit und L, ist die vierdimensionale Erweiterung der normalen, dreidimensionalen
Lagrangefunktion. Nach der Anwendung des Prinzips der kleinsten Wirkung erhalten wir:

1
58 = Sf Li(x*,u®*)dr =0
0

To und 14 sind feste Endpunkte der Raumzeit Bahn des Teilchens. AuRerdem fordern wir, das L, eine Skalar-
Invariante ist.

Um L4 zu bestimmen betrachten wir zun&chst die Lagrangefunktion eines freien Teilchen, also seine
kinetische Energie. In vierdimensionaler kovarianter Form ergibt sich:

1
free - i
L = S moutuy

Wechselwirkungen mit einem elektromagnetischen Feld geben dem Teilchen potentielle Energie. Mit Hilfe
des Viererpotentials A* aus den vorherigen Vorlesungen kénnen wir diese Wechselwirkungen
verallgemeinern und so eine vierdimensionale Form der Lagrangefunktion aufstellen:

1
L, = EmUH#uH + quy A% (x")

Den zweiten Term der Lagrangefunktion werden wir nicht herleiten. Es reicht aus zu erwéhnen, dass dieser
die richtige Antwort liefert. Um die physikalische Bedeutung dieses Terms zu verdeutlichen betrachten wir die
Vektordarstellung (dreidimensional) der Lagrangefunktion, welche erstmals durch Lorentz bestimmt wurde:

2

L=gA«v+mv?—qd—cym*?® +m§c2
v

=mv?—g(@—Asv)—mc? = —q®+gA v —myc? 1-—
c

Da wir nun eine allgemeine Form fur L, haben kénnen wir das Variationsprinzip anwenden:

Tl m
8, = sf (fuuu#, + qu“A“(x”)) dr

0

_ [T [mod(utuy), |, i w0Au .
_fm [?Wﬁu —I—q A‘L(Su +u Wﬁx dt
T1
= mou ,dut + g (A, 0u* +utd, A, 8x")|dt =0
“" e e

0

Wir kdnnen die Definition der Vierergeschwindigkeit u* nutzen, um zu schreiben:



Kaustuv Basu Klassische Elektrodynamik 63

dx* d
Sut =48 — | = —(8x*
" (dr) dr(x)

Einsetzen in das obige Integral liefert:

T1
85y = f (mguﬂi (8xH) + ff}AJM,i (6x*) + qu*a, A.ué'x“) dr
o dr dt

Dieses Integral kdnnen wir durch partielle Integration berechnen. Das wichtigste Prinzip einer

Variationsrechnung ist, dass die Endpunkte festgelegt sind, d.h. wir fordern éx = 0 bei 1o und 11 . Damit
erhalten wir:

T
58Sy = f (_mnddu_ﬂgxﬂ_qcbilﬁx“ +qu“8v,¢1ﬂ5x") dr
o T dr

Jetzt wecheln wir den Summationsindex von  zu und ziehen den Faktorx aus dem Integraten:

T du dA
88, = f (—mo - —g— + qu*d,A )5xv dr
0 dr dr H

Im letzten Schritt nutzen wir die bekannte Kettenregel fuir Ableitungen:

dA, . aA, dx+
dr  Oxk dt

= 0y A, u”
Damit erhalten wir die Variation der Wirkung in der Form:
i du, & A v
88y = o + qut (3, Ay — 8,A4,) | 8x¥ dr
0

Da 6x zwischen den beide Endpunkten beliebig gewahlt werden kann muss der Ausdruck in den Klammern
gleich Null sein, um das Variationsprinzip 8S = 0 zu erfiillen. Es muss also gelten:

Das ist die gesuchte Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens in einem Elektromagnetischen Feld,
welche manchmal als Minkowski-Gleichung bezeichnet wird. Es sei darauf hingewiesen, dass der Term
innerhalb der Klammern nichts anderes als der Feldtensor F,, ist! So ergibt sich:

[ du
Y — guMF
m i qu” Fy,

Man kann sich leicht davon Uiberzeugen, dass die obige Gleichung im Grenzfall von drei Vektoren die
bekannte Lorentzkraft beschreibt:

dp du
P =¢[E + (u x B)]

Kann die zeitliche Komponente dieser Gleichung bestimmt werden? Sie zeigt, dass das elektrische Feld
Arbeit verrichtet um die kinetische Energie eines Teilchens zu erhdhen.
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dEk_in _ Ekm+m(j(32 _ dE - E
dt dt =4

13.4 Eichinvarianz und Ladungserhaltung

Die Erhaltung elektrischer Ladung ist eine Folge der Eichinvarianz der Elektrodynamik und umgekehrt.
Wir wollen dies mit Hilfe der nicht-relativistischen Form der dreidimensionalen Lagrange-Funktion zeigen,
welche wir zuvor gefunden haben:

Lo(r,v) = —mv +ev-A(r, t) — ep(r, t).

Wir benétigen die Definition der Eichtransformation fur elektrodynamische Potentiale, welche wir fir eine
beliebige Skalarfunktion A(r,t) definieren kénnen:

A—A'=A+VA

OA
6— ¢ =0— 5

Es folgt sofort, dass die Lagrange-Funktion selbst nicht eichinvariant ist:

dA
L5=L0+e(v-VA—|— )_L0+e—

Ist das ein Problem? Nein, denn die eigentliche Bewegungsgleichung wird durch die Euler-Lagrange
Gleichung beschrieben und diese ist invariant unter Eichtransformationen. Das kann durch den fogenden
Zusammenhang gezeigt werden:

d dA d o oA | oA d oA aA

= —_—— —q e = T =

dt dgr  dt 9gx \ 9gm ot dt dgr  dqx’

Das bedeutet, dass die Ladung auf der linken Seite der Euler-Lagrange Gleichung genau mit der Ladung auf
der rechten Seite Ubereinstimmt.

Um zu zeigen, dass die Ladungserhaltung eine Konsequenz der Eichinvarianz ist wenden wir das Prinzip
der kleinsten Wirkung auf Anderungen der Eichung an. Das bedeutet wir suchen eine irfinitesimal
Eichfunktion dA(r,t), und erzeugen Transformationen des Potentials nach

A — A+ V3SA

¢ — ¢ — d(BA)/dt

Dies erzeugt die folgende Variation der Wirkungsfunktion, welche gleich 0 sein soll.

; A8 A(rs,
58 = fdrzk:ek [vk-V[SA(rk,t)]+ W]

Im Kontinuum-Grenzfall fir Ladungen und Stromdichten lasst sich die obige Gleichung
schreiben als:
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SS—fdrde‘r[‘-V B(M)}_
= j- V@A) +p = 0.

ot

Im letzten Schritt ordnen wir die Terme der obigen Gleichung mit Hilfe der Produktregel fur Integrationen neu
an und erhalten:

ta 5]
) )
35=fdrfd3r I:V-(jaA)—l— a(,oéz’\)] —fd:fd3r (v-j+a—‘f)az\=0.
141 L

Das erste dieser beiden Raumzeit Integrale verschwindet aufgrund der Bedingungen fir die Variation an den
Endpunkten (6qx(r,t1) = dqx(r,t2) = 0). Da dA(r,t) beliebig gewahlt werden kann muss der Term innerhalb der
Klammern im zweiten Integral gleich O sein. Es folgt also:

ap
ar

V.j+ 0.

Diese Gleichung ist nichts anderes als die Kontinuitatsgleichung fur die Erhaltung der Ladung!

13.5 Hamilton Formalismus

Um eine &hnliche Sammlung von Gleichungen wie die Hamilton Gleichungen im vierdimensionalen Raum zu
finden definieren wir zunachst die kovariante Form des kanonisch konjugierten Impulses:

b = L4
ouy
Zusammen mit der Vierergeschwindigkeit u* definieren wir die Vierer-Hamilton-Funktion:
Hy = p“u,u. — L4

Die folgenden acht partiellen Differentialgleichungen definieren die Hamilton Gleichungen in kovarianter
Form:

dH, _ dx,
apt  dr

dH,  dp,
oxk  dr

Wir mochten nun dieselbe Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen in einem elektromagnetischen
Feld mit Hilfe des Hamilton Formalismus finden.

Um dieses Ziel zu erreichen schreiben wir zunachst die Vierer-Hamilton-Funktion mit Hilfe von L, auf:
1 i 1 i I Y
Hy=p'uy,—Las=p Uy — SMou Uy —quu AT (x7)
Aus der Definition des kanonischen Impulses p* folgt:
_ al.4 a (1

 duy, - ou,, Emou““# +qu#‘4“(xv)) = mou® + q4¥

p.“f
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Einsetzen in Hy liefert:
Hs = Lt AM 1 7 "o vy 1 Lt
4 =mou"uy +gA” u, — Emou Uy —qutAu(x’) = Emgu Uy

Weil u* u, = c?ist, sehen wir, dass H, tatsachlich eine Skalar-Invariante mit dem Wert

moc?

Hy = )

ist. Wir kdnnen H, weiter vereinfachen:

mo 1 1
Hy = =2 — (p*—qa*) — (p, —qA
= (mo(p q )ma(p,u q u))
1
S (P* —qA") (pu —qAyL)
~ 2mo (P*pu —2q4%py +q* A" 4,)

Dies kann nun in die Hamilton Gleichung eingesetzt werden und liefert:

dH, q . oA,
3 — gAY
dxt mo (p 9 }ES'J::PL
__4q L 0A,
o momou axH
— oy’ dA,
=1 dxt
_dpy duy, 0A,
T dr - %dr _“'axv“

Durch umstellen der Terme der obigen Gleichung erhalten wir schlielich die gesuchte Bewegungsgleichung
fur ein geladenes Teilchen, aber diesmal tber den Hamilton Formalismus:

du
mnd—: = qu” (8,4, — 3, A,) = qu¥ Fyu,

13.6 Das Konzept der Lagrange-Dichte

Da wir mit Feldern arbeiten sind die Konzepte des Lagrange- und Hamilton Formalismus fir diskrete
Teilchen nicht sehr hilfreich! Darum fiihren wir jetzt die Lagrange- und Hamilton-Dichte ein, deren
Volumenintegral die gewothnlichen Lagrange- und Hamilton-Funktion liefert.

Um dieses Konzept zuganglicher zu machen betrachten wir als Analogie viele Teilchen mit Masse m, welche
durch kleine Federn der Lange a miteinander verbunden sind (s. Abbildung). Dieses System ist
eindimensional und soll in x-Richtung verlaufen. Die Variable & zeigt die Verschiebung der Masseteilchen m;
von ihrer Gleichgewichtslage.
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Ei—1 & Eiv1

Wir kénnen die Lagrangefunktion des Gesamtsystems als die Summe vieler individueller Lagrangefunktion
aufschreiben, wobei wir das Hookesche Gesetz mit Federkonstante k zum beschreiben der Federn
verwenden:

N
L=) a%
i=1

&L= 1 [Eéiﬁ —ka (M)Z}
2| a a

Die Grol3e L in der zweiten Zeile definiert die Lagrange-Dichte. Wenn wir jetzt die Anzahl der Federn gegen
Unendlich streben lassen (und diese gleichzeitig unendlich klein werden lassen) erhalten wir L in der

folgenden Form:
L= fﬂ dx

9 o \ 1 9E\? 3E\?
f(‘f’a’a’f)—i[“(g) ‘Y(a)]

Eine Konsequenz des Formalismus mit Lagrange-Dichten ist, dass unser System nun eine unendliche
Anzahl von Freiheitsgraden hat! Eine andere Konsequenz ist, dass die Lagrange-Dichte auch eine Funktion
der raumlichen Ableitung der ,Feldkoordinate” g ist (normalerweise ist L nur eine Funktion der Zeitableitung).
Aber die Vorteile dieses Ubergangs tUberwiegen seine Nachteile, da wir nun beliebige Felder (sowohl
Skalarfelder als auch Vektorfelder sowie besondere Quantenmechanische Felder wie z.B. Spinorfelder)
beschreiben kdnnen.

Eine Verallgemeinerung zum raumlich-dreidimensionalen Fall liefert die vierdimensionale Euler-Lagrange-
Gleichung fur Lagrange-Dichten, welche wir fir elektromagnetische Felder benétigen werden:

iy 8 9.7 _3_99_8(33 B
9E  axn 3(% ot "\o(3u8)

Der Vollstandigkeit halber soll noch erwéhnt werden, dass es auch méglich ist eine kanonisch-konjugierte
Impuls-Dichte zu definieren:

a(x") = mw(t,x) =

9L
a(%ﬁ

und damit die Hamilton-Dichte H:
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% \ 08 o 0%
Eix"’t)_ﬂat 3(5’3:’33:*

FE (Jr,‘g',

Aus dieser Hamilton-Dichte folgen dann die gewdhnlichen Hamilton Gleichungen, jedoch mit Dichten:

0 _ 8§
T
8  om
8 Ot

13.7 Das elektromagnetische Feld

Als letzte Aufgabe schreiben wir nun die Lagrange-Dichte fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen
Feld auf und leiten aus dieser mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichung die Maxwell-Gleichungen her.

Zuerst stellen wir fest, dass die Lagrange-Dichte aus hdchstens drei Teilen bestehen kann: 1) Die
Lagrangefunktion des Teilchens, 2) Die Lagrangefunktion der Wechselwirkung zwischen Teilchen und Feld

und 3) Die Lagrangefunktion des Feldes. (Diese Annahme kann exakt bewiesen werden, worauf wir aber an
dieser Stelle verzichten.)

gtot ¥ _?lamech + _ﬁ;aimemction ‘l‘ _gaﬁe]d

Der mechanische Teil der Lagrange-Dichte kann leicht gefunden werden. Er ist lediglich die kinetische
Energie in Vierervektor Form, ausgedrickt Uber die Ruhemassendichte o:

1
“ggmech — EQUH“H;,L

Den Wechselwirkungs-Teil haben wir bereits zuvor Uber die Lagrangefunktion L, als Produkt qu“A*
eingefuhrt. Wir kdnnen also schreiben:

interaction __ -t
£ = jrAu

Zuletzt bendtigen wir noch die Lagrange-Dichte fur den Feld-Teil, welche gleich der Differenz der
elektrischen und magnetischen Energiedichten im Feldes ist. Das ist eine der zwei Skalar-Invarianten
welche wir durch den Feldtensor F,, erhalten haben. Nachdem wir eine passende Konstante addiert haben
koénnen wir schreiben:

. 1
ghcld L A y
4p0 .

Die gesamte Lagrange-Dichte lautet also:
Pt = l.(_)g.rus'“'m + j*A, + L FH*YF,
2 e LTy Lo fras

Wenn wir nun ausschlie3lich das elektromagnetische Feld betrachten (wie im Fall der Maxwell-Gleichungen)
kénnen wir den mechanischen Teil, welcher sich auf das Teilchen bezieht, ignorieren. In diesem Fall lautet
die Lagrange-Dichte:

EEM . gi.nteracticn _|__gﬁcld - _,-'.vAv % 41 F'va;Lv
Ho

Nun wenden wir die Euler-Lagrange-Gleichung (Seite 7) mit der Feldvariable A an:
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EM EM
oc 3, { oL ] _0

A, " |8(8,.A,

Zum Berechnen des ersten Terms nutzen wir, dass der zweite Term ein Skalar, d.h. seine Ableitung ist gleich
Null ist. Damit ergibt sich einfach:

BEEM
a4, 7

Um den zweiten Term der Gleichung auszuwerten fiihren wir die folgende Rechnung durch:

0.5°EM _ 1 d ")
% [a(a@Av)] = G [a(aam (F F‘*)]

1 9

- 9 A* — A8, A; — 9, A,
e (30,47 0k =024

= ia _9 A0, A, — A0, 4

~ dpg M) 8(3,Ay) Ko Ao

— A A0 A, + B*A'Ca;,A,c]

_ 1 d K 4A K 4A
= 5, [a(aﬂ,Av) (9 4% 0,45 — 0 4204, )

und

d
0(0,.A4y)

d d
BKAJL + BKAJL

- 9 A%
9(0,4,) CICS)

(a*AlaxA;,) — g 4>

:axAJL

A + 0 Az
3(3,A4y) 2t A 38, 4y)

9 9
3 A Ko, AR B Ay ——
80, Ay, A T 2 9(9,.4,)

r?rca aa q).ﬁ Aﬁ

= g A 0aAp

9
o 4B
33,4,) 4 T A 55 A

= 201A4"

= < 4%

daAp

Analog erhalten wir:

)

5640 (a*A’“ale) — 29" A*
wAy

Damit erhalten wir als zweiten Term der Euler-Lagrange-Gleichung:

0.9°EM 1 1
o — | = ——3, (a*AY — v A"y = —a, F*Y
“[a(fmm)] PP )=

Mit LEM als Lagrange-Dichte erhalten erhalten wir aus der Euler-Lagrange Gleichung die folgende Gleichung
fur das elektromagnetische Feld:
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1
=j’— —08,F* =0

a_&oEM a_&oEM
o [ } Io

34, 3(8,A4,)

Das ist nichts anderes als die Maxwell-Gleichungen mit Quelltermen in Tensorfrom!

® Damit endet unsere Reise durch die klassische Elektrodynamik,
welche mit den Maxwell Gleichungen begonnen hatte.
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